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Preface 
場の量⼦論は，特殊相対性理論と量⼦⼒学を融合した素粒⼦の基礎理論

です． 
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Part1 古典場と⾃由量⼦場 

QFT01 場の古典論 
QFT01-1 ⾃然単位系と特殊相対論的 Notation 

素粒⼦論で使⽤する単位系は， 

 
԰ ൌ c ൌ 1 

 

とする⾃然単位系を採⽤します．⾔うまでもなく，԰はプランク定数を 2π

で割ったもの，c は光速です． 

場の量⼦論は，特殊相対性理論と量⼦⼒学を融合し，場という概念を推

し進めた理論ですが，ここで，特殊相対性理論の表記についてまとめてお

きます．まず，計量テンソルは， 

 

ηஜ஝ ൌ ηஜ஝ ൌ ቌ

1 0
0 െ1

0	 		0
0	 		0

0	 0		
0	 0		

െ1 0
0 െ1

ቍ 

 

とします．また，ギリシア⽂字はμ ൌ 0,1,2,3のようにとります．第０成分

は時間成分，第１，２，３成分は空間成分です．座標ベクトルは， 

 
xஜ ൌ ሺx଴, xଵ, xଶ, xଷሻ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 
xஜ ൌ ηஜ஝x஝ ൌ ሺt, െxሬԦሻ 

 

です．上付き添え字は反変ベクトル，下付き添え字は共変ベクトルです．

また，上下に同じギリシア⽂字が対になって現れる場合，0,1,2,3 につい

て和をとるというアインシュタインの規約を使います．ローレンツ変換は， 

 



xஜ → x′ஜ ൌ Λ஝
ஜx஝ 

 

において，インターバルの２乗が不変であるという条件， 

 
sଶ ൌ ηஜ஝x′ஜx′஝ ൌ ηஜ஝Λ஡

ஜΛ஢஝ x஡x஢ ൌ η஡஢x஡x஢ 
 

すなわち， 

 
ηஜ஝Λ஡

ஜΛ஢஝ ൌ η஡஢ 
 

を満たす変換を⾔います．また，縮約をとったスカラー，すなわちローレ

ンツ不変量の例としては，インターバルの２乗の他に， 

 
px ൌ ηஜ஝pஜx஝ ൌ Et െ pሬԦ ∙ xሬԦ ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

pଶ ൌ pஜpஜ ൌ Eଶ െ |pሬԦ|ଶ ൌ ωଶ െ หkሬԦห
ଶ
ൌ mଶ 

 

等があります．（式の変形には԰ ൌ 1とした，アインシュタイン-ド・ブロイ

の関係式を使っています．）また微分演算⼦として， 

 

∂ஜ ൌ
∂
∂xஜ

ൌ ሺ
∂
∂t
,  ሻ׏

 

∂ஜ ൌ
∂
∂xஜ

ൌ ሺ
∂
∂t
, െ׏ሻ 

 

があります．縮約をとると， 

 

∂ஜ ∂ஜ ൌ
∂ଶ

∂tଶ
െ  ଶ׏



 

となります． 

 

QFT01-2 Lagrangian 形式 

場という量を⼀般的に， 

 
ϕሺxሻ 

 

と表しておきます．ここで，x は時間１次元と空間３次元をまとめて表し

ています． 

 
x ≡ xஜ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 

つまり，場という量は空間の関数になっていて，それが時間的に変動する

ものであると考えることができます． 

場を Lagrangian 形式の解析⼒学で取り扱ってみましょう．Lagrangian

の L を Lagrangian 密度ࣦሺϕ, ∂ஜϕሻで表す場合，空間３次元について積分し

て， 

 

L ൌ නࣦሺϕ, ∂ஜϕሻ dଷx 

 

となります．（dଷx ൌ dxdydz．）さらに，Lagrangian を時間で積分した量

を作⽤ S といいます． 

 

S ൌ නLdt ൌ නࣦሺϕ, ∂ஜϕሻ dସx 

 

（dସx ൌ dtdxdydz．） 



ここで，ある領域Ωに対して，場φを， 

 
ϕሺxሻ → ϕሺxሻ ൅ δϕሺxሻ 

 

となるように，変化させます．ただし，領域の境界で， 

 
δϕሺxሻ ൌ 0	ሺBoundaryሻ 

 

が成⽴するものとします．場φが上述のように変わるとき，作⽤ S は， 

 
S → S ൅ δS 

 

と表記されますが， 

 
δS ൌ 0 

 

となることを⾃然は要求します．⾔い直すと，作⽤ S を最⼩にするように

⾃然はできているのです．この原理を最⼩作⽤の原理と⾔います．ここで，

左辺を次のように計算します． 

 

δS ൌ නdସx ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

δϕ ൅
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
δ൫∂ஜϕ൯ሽ 

 

ൌ නdସx ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

δϕ ൅
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
∂ஜሺδϕሻሽ 

 

ここで，右辺第２項は， 

 



නdସx
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
∂ஜሺδϕሻ ൌ නdସx ሼ

∂ࣦ
∂ሺ∂଴ϕሻ

∂଴ሺδϕሻ ൅ ⋯൅
∂ࣦ

∂ሺ∂ଷϕሻ
∂ଷሺδϕሻሽ 

 

ൌ නdସx ሼ∂଴ሺ
∂ࣦ

∂ሺ∂଴ϕሻ
δϕሻ െ ∂଴ሺ

∂ࣦ
∂ሺ∂଴ϕሻ

ሻδϕ ൅⋯൅ ∂ଷሺ
∂ࣦ

∂ሺ∂ଷϕሻ
δϕሻ

െ ∂ଷሺ
∂ࣦ

∂ሺ∂ଷϕሻ
ሻδϕሽ 

 

ൌ නdxଵdxଶdxଷ ሾ
∂ࣦ

∂ሺ∂଴ϕሻ
δϕሿ୆୭୳୬ୢୟ୰୷ ൅ ⋯

൅නdx଴dxଵdxଶ ሾ
∂ࣦ

∂ሺ∂ଷϕሻ
δϕሿ୆୭୳୬ୢୟ୰୷

െ නdସx ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻδϕ 

 

ൌ 0 െනdସx ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻδϕ 

 

最後の変形には境界⾯において， 

 
δϕ ൌ 0 

 

であることを使いました．よって， 

 

δS ൌ නdସx ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

δϕ െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻδϕሽ 

 

ൌ නdସx ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻሽδϕ ൌ 0 

 

となります．任意のδφについて，この式が成⽴するためには，被積分が 0

にならなければなりません．故に， 



 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻ ൌ 0 

 

が成⽴します．この場の⽅程式を Euler-Lagrange ⽅程式と⾔います． 

次に，Hamiltonian について⾒ておきます．通常の解析⼒学を場につい

て拡張した議論を⾏います．まず，場の共役運動量密度πを， 

 

πሺxሻ ≡
∂ࣦ

∂ϕሶ ሺxሻ
 

 

で定義します．更に，Hamiltonian 密度࣢を定義します． 

 
࣢ሺxሻ ≡ πሺxሻϕሶ ሺxሻ െ ࣦሺϕ, ∂ஜϕሻ 

 

この Hamiltonian 密度から，Hamiltonian H が計算されます． 

 

H ൌ නdଷx࣢ሺxሻ 



QFT02 Klein-Gordon 場（Scalar 場） 
QFT02-1 実 Klein-Gordon 場の古典論 

特殊相対論的量⼦⼒学の⽅程式である Klein-Gordon ⽅程式は，次の式

で与えられます． 

 
ሺ∂ஜ ∂ஜ ൅ mଶሻϕሺxሻ ൌ 0 

 

ここで， 

 

∂ஜ ∂ஜ ൌ
∂
∂t
∂
∂t
൅ ׏ ∙ ሺെ׏ሻ ൌ

∂ଶ

∂tଶ
െ  ଶ׏

 

であり，m は質量です．また，φ(x)は⼀成分のみの波動場で，ローレンツ

変換， 

 
xஜ → x′ஜ ൌ Λ஝

ஜx஝ 
 

について， 

 
ϕሺxሻ → ϕᇱሺxᇱሻ 

 

と変換されるとすれば，ローレンツ変換の下で Klein-Gordon ⽅程式は， 

 
ሺ∂ᇱஜ ∂ᇱ

ஜ ൅ mଶሻϕ′ሺx′ሻ ൌ 0 
 

となります．ここで，∂ஜ ∂ஜはローレンツ不変量であり， 

 
∂ᇱஜ ∂ᇱ

ஜ ൌ ∂ஜ ∂ஜ 



 

が成⽴するので， 

 
ሺ∂ஜ ∂ஜ ൅ mଶሻϕ′ሺx′ሻ ൌ 0 

 

となります．ϕᇱሺxᇱሻは，ϕሺxሻと全く同形の⽅程式を満たすことが要求され

るので，φのローレンツ変換性は， 

 
ϕᇱሺxᇱሻ ൌ ϕሺxሻ 

 

となります．この変換性はスカラーなので，φはスカラー場とも呼ばれま

す． 

φ(x)が実数の場合，つまり実 Klein-Gordon 場の場合，対応する

Lagrangian 密度は， 

 

ࣦሺxሻ ൌ
1
2
∂ஜϕሺxሻ ∂ஜϕሺxሻ െ

1
2
mଶϕଶሺxሻ 

 

となります．この Lagrangian 密度を Euler-Lagrange ⽅程式， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻ ൌ 0 

 

に代⼊すると，確かに Klein-Gordon ⽅程式が導出されることを確認して

おきましょう．まず，第１項は， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

ൌ െ
1
2
mଶ ∙ 2ϕ 

 



ൌ െmଶϕ 
 

となります．第２項を計算するため，Lagrangian 密度を， 

 

ࣦ ൌ
1
2
η஡஢ ∂஡ϕሺxሻ ∂஢ϕሺxሻ െ

1
2
mଶϕଶሺxሻ 

 

と変形しておきます．μやνをρやσに置き換えても，Einstein の規約によ

りそれぞれ和をとることになりますので，問題ありません．このとき， 

 
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ൌ
1
2
ηஜ஝ ∂஝ϕ ൅

1
2
η஝ஜ ∂஝ϕ 

 

ൌ
1
2
ηஜ஝ ∂஝ϕ ൅

1
2
ηஜ஝ ∂஝ϕ 

 
ൌ ∂ஜϕ 

 

となります．１⾏⽬から２⾏⽬への変形にはη஝ஜ ൌ ηஜ஝を使いました．２⾏

⽬から３⾏⽬への変形は，ηஜ஝によって，添え字を上に上げたのですね．し

たがって，Euler-Lagrange ⽅程式は， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜ ቆ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ቇ ൌ െmଶϕ െ ∂ஜ ∂ஜϕ ൌ 0 

 
∴ ሺ∂ஜ ∂ஜ ൅ mଶሻϕ ൌ 0 

 

となります．確かに，Klein-Gordon ⽅程式が導かれました． 

Hamiltonian 密度も求めておきましょう．⼀般化運動量πは， 

 



πሺxሻ ൌ
∂ࣦ

∂ϕሶ ሺxሻ
 

 

ൌ
1
2
ϕሶ ൅

1
2
ϕሶ  

 
ൌ ϕሶ  

 

となります．したがって，Hamiltonian 密度は， 

 
࣢ሺxሻ ൌ πሺxሻϕሶ ሺxሻ െ ࣦሺxሻ 

 

ൌ πሺxሻπሺxሻ െ ሼ
1
2
∂ஜϕሺxሻ ∂ஜϕሺxሻ െ

1
2
mଶϕଶሺxሻሽ 

 

ൌ πଶ െ ሾ
1
2
ሼሺ
∂ϕ
∂t
ሻଶ െ ሺ׏ϕሻଶሽ െ

1
2
mଶϕଶሿ 

 

ൌ
1
2
ሾπଶሺxሻ ൅ ሼ׏ϕሺxሻሽଶ ൅ mଶϕଶሺxሻሿ 

 

と導かれます． 

 

QFT02-2 複素 Klein-Gordon 場の古典論 

Klein-Gordon 場φ(x)が複素数の場合，つまり複素 Klein-Gordon 場の

場合は，独⽴な場はϕሺxሻとこれにエルミート共役な関係にある場ϕାሺxሻの

２種類となり，それぞれ Klein-Gordon ⽅程式を満たします．このとき，

Lagrangian 密度は， 

 
ࣦሺxሻ ൌ ∂ஜϕሺxሻ ∂ஜϕାሺxሻ െ mଶϕାሺxሻϕሺxሻ 

 



になります．確かに，この Lagrangian 密度から Euler-Lagrange ⽅程式

により，複素 Klein-Gordon ⽅程式が導出されることを確認しましょう． 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻ ൌ 0 

 

の第１項は， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

ൌ െmଶϕା 

 

となります．また， 

 
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ൌ ∂ஜϕା 

 

となります．このとき，Euler-Lagrange ⽅程式は， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻ ൌ െmଶϕା െ ∂ஜ ∂ஜϕା ൌ 0 

 
∴ ൫∂ஜ ∂ஜ ൅ mଶ൯ϕାሺxሻ ൌ 0 

 

となり，エルミート共役をとった Klein-Gordon ⽅程式が導かれます．次

にエルミート共役をとっていないφ(x)についての関係を導くには，このエ

ルミート共役をとった Klein-Gordon ⽅程式について，さらに両辺エルミ

ート共役をとります．このとき， 

 
൫∂ஜ ∂ஜ ൅ mଶ൯ϕሺxሻ ൌ 0 



 

が成⽴します．以上で，複素 Klein-Gordon ⽅程式が計２式導かれました． 

Hamiltonian 密度も求めておきましょう．まず，ϕ,ϕାに共役な⼀般化運

動量π, πାは， 

 

πሺxሻ ൌ
∂ࣦሺxሻ

∂ϕሶ
 

 
ൌ ϕሶ ାሺxሻ 

 

πାሺxሻ ൌ
∂ࣦሺxሻ

∂ϕሶ ା
 

 
ൌ ϕሶ ሺxሻ 

 

となります．したがって，Hamiltonian 密度は， 

 
࣢ሺxሻ ൌ πሺxሻϕሶ ሺxሻ ൅ πାሺxሻϕሶ ାሺxሻ െ ࣦሺxሻ 

 
ൌ 2πାሺxሻπሺxሻ െ ሼ∂ஜϕሺxሻ ∂ஜϕାሺxሻ െ mଶϕାሺxሻϕሺxሻሽ 

 

ൌ 2πାπ െ ሼ
∂ϕ
∂t
∂ϕା

∂t
െ ሺ׏ϕሻሺ׏ϕାሻ െ mଶϕାϕሽ 

 
ൌ πାሺxሻπሺxሻ ൅ ሼ׏ϕାሺxሻሽሼ׏ϕሺxሻሽ ൅ mଶϕାሺxሻϕሺxሻ 

 

となります． 

 

QFT02-3 実 Klein-Gordon 場の正準量⼦化 

量⼦論ではオブザーバブルは演算⼦で表されることになります．実



Klein-Gordon 場φを演算⼦に格上げした瞬間に，場の量⼦化が実⾏された

ことになります．この際，演算⼦は積の順序が問題となりますので，交換

関係を設定することになります．このような交換関係による量⼦化のこと

を正準量⼦化といいます．量⼦⼒学での位置演算⼦と運動量演算⼦の間の

交換関係， 

 
ሾxො, pො୶ሿ ൌ ൣyො, pො୷൧ ൌ ሾzො, pො୸ሿ ൌ i԰ 

 
ൣxො, pො୷൧ ൌ ሾxො, pො୸ሿ ൌ ሾyො, pො୶ሿ ൌ ሾyො, pො୸ሿ ൌ ሾzො, pො୶ሿ ൌ ሾzො, pො୷ሿ ൌ 0 

 
ሾxො, xොሿ ൌ ሾyො, yොሿ ൌ ሾzො, zොሿ ൌ ሾpො୶, pො୶ሿ ൌ ሾpො୷, pො୷ሿ ൌ ሾpො୸, pො୸ሿ ൌ 0 

 
ሾxො, yොሿ ൌ ሾyො, zොሿ ൌ ሾzො, xොሿ ൌ ሾpො୶, pො୷ሿ ൌ ሾpො୷, pො୸ሿ ൌ ሾpො୸, pො୶ሿ ൌ 0 

 

を参考にして，実 Klein-Gordon 場φとその⼀般化運動量πの間に次の同時

刻交換関係を設定します． 

 

൜
ሾϕሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ

ሾϕሺt, xሬԦሻ, ϕሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾπሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ 0
	ሺ1ሻ 

 

演算⼦を表すハットは省略しました．また，場の量φやπは連続量なので，

δ関数を使って交換関係を表しています． 

次に，場φを Fourier 変換します． 

 

ϕሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ2ሻ 

 

単に x や k と書いているのは， 



 
x ൌ xஜ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 
p ൌ pஜ ൌ ሺE, pሬԦሻ ൌ k ൌ kஜ ൌ ሺω, kሬԦሻ 

 

を意味します．したがって，kx の表記で， 

 
kx ൌ ηஜ஝kஜx஝ ൌ Et െ pሬԦ ∙ xሬԦ ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

を表します．また，ωとkሬԦの間には，特殊相対性理論の要請より， 

 

pଶ ൌ pஜpஜ ൌ Eଶ െ |pሬԦ|ଶ ൌ kଶ ൌ kஜkஜ ൌ ωଶ െ หkሬԦห
ଶ
ൌ mଶ 

 

の関係が成⽴します．これを，On-shell 条件といいます．このとき， 

 

ω ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶ 

 

となります．場φを Fourier 変換した式には，第２項が付いています．こ

れは，φが実の場，つまり，エルミートの場であることを満たすために付

け加えられたものです．確かに，(2)式より， 

 

ϕାሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ൣaା൫kሬԦ൯ expሺikxሻ ൅ a൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ൧ 

 
ൌ ϕሺxሻ 

 

となります．ここで，展開係数a, aାはエルミート演算⼦で，次の交換関係

が成⽴します． 



 

൝
ൣaሺkሬԦሻ, aାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ

ൣaሺkሬԦሻ, aሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣaାሺkሬԦሻ, aାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ 0
	ሺ3ሻ 

 

交換関係(3)式が成⽴することを確認するために，場φを Fourier 変換した

(2)式をもとの同時刻交換関係(1)式の左辺に代⼊して，(3)式を使って(1)

式が成⽴することを確かめます． 

 
ሾϕሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ൣϕሺt, xሬԦሻ, ϕሶ ሺt, xሬԦᇱሻ൧ 

 

ൌ ሾන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ,
∂
∂t
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሾaሺkሬԦ′ሻexp	ሺെik′x′ሻ

൅ aାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′x′ሻሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሾa൫kሬԦ൯ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ

൅ aା൫kሬԦ൯ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ , െiωʼaሺkሬԦ′ሻexp	ሼെiሺωʻt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽ ൅ iωʼaାሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽሿ 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሼiωʼൣa൫kሬԦ൯, aା൫kሬԦᇱ൯൧ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽ

െ iωʼሾaାሺkሬԦሻ, aሺkሬԦ′ሻሿ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʼt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽሽ 
 



ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሼiωʼδሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽ

െ iωʼሼെδሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻሽ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʻt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽሽ 
 

（kሬԦ ൌ kሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻも成⽴します．） 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ2ω
ሾ iω exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ ൅ iωexp	ሼെikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻሽሿ 

 

（δሺxሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdkの１次元の式より，３次元にして， 

δሺxሬԦሻ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷkሬԦが成⽴します．） 

 

ൌ
1
2ω

2iωδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 
ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

同様にして，(1)式の残りの２式も確かめることができます． 

Hamiltonian を展開係数a, aାで表してみましょう．Hamiltonian は， 

 

H ൌ නdଷ x࣢ 

 

ൌ නdଷ x
1
2
ሾπଶሺxሻ ൅ ሼ׏ϕሺxሻሽଶ ൅ mଶϕଶሺxሻሿ 

 

です．ここで， 



 

ϕሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ2ሻ 

 

でしたが， 

 
kx ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

より， 

 

πሺxሻ ൌ ϕሶ ሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺെiωሻሾa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ െ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

ϕሺxሻ׏ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺikሬԦሻሾa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ െ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

となります．上の Hamiltonian に代⼊して計算します． 

 

H ൌ නdଷ x
1
2
ሾπଶሺxሻ ൅ ሼ׏ϕሺxሻሽଶ ൅ mଶϕଶሺxሻሿ 

 

ൌ නdଷ x
1
2
ሾන

dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺെiωሻሾa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ

െ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሺെiω′ሻሾa൫kሬԦ′൯ expሺെikᇱxሻ

െ aାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 
 



൅න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺikሬԦሻሾa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ

െ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሺikሬԦ′ሻሾa൫kሬԦ′൯ expሺെikᇱxሻ

െ aାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሾaሺkሬԦ′ሻexp	ሺെik′xሻ

൅ aାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿሿ 
 

ൌ
1
2
ሾන

dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ2√ωω′
නdଷ xሺെωωᇱሻሾa൫kሬԦ൯a൫kሬԦ′൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

െ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

െ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aାሺkሬԦሻaାሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿ 
 

൅න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ2√ωω′
නdଷ xሺെkሬԦ

∙ kሬԦᇱሻሾa൫kሬԦ൯a൫kሬԦ′൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

െ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

െ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aାሺkሬԦሻaାሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ2√ωω′
නdଷ xሾa൫kሬԦ൯a൫kሬԦ′൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

൅ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aାሺkሬԦሻaାሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿሿ 
 

（δሺkሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdxの１次元の式より，３次元にして， 



δ൫kሬԦ൯ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷxሬԦが成⽴します．） 

 

ൌ
1
2
ሾන

dଷkሬԦdଷkሬԦ′

2√ωωᇱ
ሺെωωᇱ െ kሬԦ ∙ kሬԦᇱሻሾa൫kሬԦ൯a൫kሬԦ′൯δሺkሬԦ

൅ kሬԦ′ሻ expሼെiሺω ൅ ωᇱሻtሽ െ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻ expሼെiሺω െ ω′ሻtሽ െ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ

െ kሬԦ′ሻ expሼiሺω െ ω′ሻtሽ ൅ aାሺkሬԦሻaାሺkሬԦ′ሻδሺkሬԦ

൅ kሬԦ′ሻexp	ሼiሺω ൅ ω′ሻtሽሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

2√ωω′
ሾa൫kሬԦ൯a൫kሬԦ′൯δ൫kሬԦ ൅ kሬԦᇱ൯ expሼെiሺω ൅ ωᇱሻtሽ

൅ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦᇱ൯δ൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯ expሼെiሺω െ ωᇱሻtሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ െ kሬԦ′ሻ expሼiሺω െ ω′ሻtሽ

൅ aାሺkሬԦሻaାሺkሬԦ′ሻδሺkሬԦ ൅ kሬԦ′ሻexp	ሼiሺω ൅ ω′ሻtሽሿሿ 
 

（kሬԦ ൌ േkሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻが成⽴しま

す．） 

 

ൌ
1
2
ሾන

dଷkሬԦ

2ω
ሾሺെωଶ

൅ หkሬԦห
ଶ
ሻa൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ

െ ቀെωଶ െ หkሬԦห
ଶ
ቁ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦ൯ െ ሺെωଶ െ หkሬԦห

ଶ
ሻaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ ሺെωଶ ൅ หkሬԦห
ଶ
ሻaାሺkሬԦሻaାሺെkሬԦሻexp	ሺ2iωtሻሿ 

 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾa൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aାሺkሬԦሻaାሺെkሬԦሻexp	ሺ2iωtሻሿሿ 
 

ൌ
1
2
ሾන

dଷkሬԦ

2ω
ሾെmଶa൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ ሺ2ωଶ െ mଶሻa൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦ൯

൅ ሺ2ωଶ െ mଶሻaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯െmଶaାሺkሬԦሻaାሺെkሬԦሻexp	ሺ2iωtሻሿ 



 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾa൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ a൫kሬԦ൯ aା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aାሺkሬԦሻaାሺെkሬԦሻexp	ሺ2iωtሻሿሿ 
 

ൌ
1
2
න
dଷkሬԦ

2ω
ሾ2ωଶ൛a൫kሬԦ൯aା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ൟሿ 

 

ൌ
1
2
නdଷkሬԦωሾ൛aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ δሺ0ሻൟ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ሿ 

 

ൌ නdଷkሬԦωaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅
1
2
නdଷkሬԦωδሺ0ሻ 

 

ここで，第２項はデルタ関数の性質 

 

න fሺkሬԦሻδ
ஶ

ିஶ
൫kሬԦ െ kሬԦ′൯dx ൌ fሺkሬԦ′ሻ 

 

より，kሬԦ ൌ 0のときのωの値が出てくることになります． 

 
1
2
නdଷkሬԦωδሺ0ሻ ൌ

1
2
නdଷkሬԦටหkሬԦห

ଶ
൅ mଶδሺ0ሻ 

 

ൌ
1
2
ඥ0ଶ ൅mଶ 

 

ൌ
1
2
m 

 

これは定数なので，エネルギー軸の原点をずらして 0 にすることができま

す．したがって，Hamiltonian は， 



 

H ൌ නdଷkሬԦωaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ 

 

で与えられることになります． 

 

QFT02-4 複素 Klein-Gordon 場の正準量⼦化 

実 Klein-Gordon 場の場合と同様に，複素 Klein-Gordon 場φとその⼀

般化運動量πの間に次の同時刻交換関係を設定し量⼦化します．ただし，

πሺxሻ ൌ ϕሶ ାሺxሻとπାሺxሻ ൌ ϕሶ ሺxሻの関係がありました． 

 

ቐ
ሾϕሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾϕାሺt, xሬԦሻ, πାሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ

ሾϕሺt, xሬԦሻ, ϕሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾϕሺt, xሬԦሻ, ϕାሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾπሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ
ൌ ሾπሺt, xሬԦሻ, πାሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾϕሺt, xሬԦሻ, πାሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ 0

	ሺ4ሻ 

 

演算⼦を表すハットは省略しています．また，場の量φやπは連続量なので，

δ関数を使って交換関係を表しています． 

次に，場φを Fourier 変換します． 

 

ϕሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ bାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ5ሻ 

 

この式のエルミート共役をとると， 

 

ϕାሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾbሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

です．演算⼦ b が導⼊されましたので，φは実の場ではないことがわかり

ます．ここで，展開係数a, aା, b, bାはエルミート演算⼦で，次の交換関係が



成⽴します． 

 

൞

ൣaሺkሬԦሻ, aାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣbሺkሬԦሻ, bାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ

ൣaሺkሬԦሻ, aሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣaାሺkሬԦሻ, aାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣbሺkሬԦሻ, bሺkሬԦ′ሻ൧

ൌ ൣbାሺkሬԦሻ, bାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣaା൫kሬԦ൯, b൫kሬԦᇱ൯൧ ൌ 0

	ሺ6ሻ 

 

交換関係(6)式が成⽴することを確認するために，場φを Fourier 変換した

(5)式をもとの同時刻交換関係(4)式の左辺に代⼊して，(6)式を使って(5)

式が成⽴することを確かめます． 

 
ሾϕሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ൣϕሺt, xሬԦሻ, ϕሶ ାሺt, xሬԦᇱሻ൧ 

 

ൌ ሾන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ

൅ bାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ,
∂
∂t
න

dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾbሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሾa൫kሬԦ൯ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ

൅ bା൫kሬԦ൯ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ , െiωʼbሺkሬԦ′ሻexp	ሼെiሺωʻt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽ ൅ iωʼaାሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽሿ 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሼiωʼൣa൫kሬԦ൯, aା൫kሬԦᇱ൯൧ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽ

െ iωʼሾbାሺkሬԦሻ, bሺkሬԦ′ሻሿ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʼt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽሽ	 



 

ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
න

dଷkሬԦ′

ටሺ2πሻଷ2ωʻ
ሼiωʼδሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽ

െ iωʼሼെδሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻሽ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʻt െ kሬԦ′

∙ xሬԦ′ሻሽሽ 
 

最後の式は，前 Section の実 Klein-Gordon 場の交換関係についての途中

の計算式と全く同じです．したがって，以下，同じ計算により， 

 
ሾϕሺt, xሬԦሻ, πሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

が導出されます．同様にして，(4)式の残りの全ての式も確かめることが

できます． 

Hamiltonian を展開係数a, aା, b, bାで表してみましょう．Hamiltonian

は， 

 

H ൌ නdଷ x࣢ 

 

ൌ නdଷ xሾπାሺxሻπሺxሻ ൅ ሼ׏ϕାሺxሻሽሼ׏ϕሺxሻሽ ൅ mଶϕାሺxሻϕሺxሻሿ 

 

です．ここで， 

 

ϕሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾaሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ bାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ5ሻ 

 



ϕାሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾbሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ ൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

でしたが， 

 
kx ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

より， 

 

πሺxሻ ൌ ϕሶ ାሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺെiωሻሾb൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ െ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

ϕሺxሻ׏ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺikሬԦሻሾa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ െ bାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿ 

 

となります．上の Hamiltonian に代⼊して計算します． 

 

H ൌ නdଷ xሾπାሺxሻπሺxሻ ൅ ሼ׏ϕାሺxሻሽሼ׏ϕሺxሻሽ ൅ mଶϕାሺxሻϕሺxሻሿ 

 

ൌ නdଷ xሾන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺiωሻሾെa൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ

൅ bାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሺെiω′ሻሾb൫kሬԦ′൯ expሺെikᇱxሻ

െ aାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿ ൅ mଶϕାሺxሻϕሺxሻሿ 
 

൅න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሺെikሬԦሻሾെb൫kሬԦ൯ expሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሺikሬԦ′ሻሾa൫kሬԦ′൯ expሺെikᇱxሻ

െ bାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 



 

൅mଶන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
ሾbሺkሬԦሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦሻexp	ሺikxሻሿන
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
ሾaሺkሬԦ′ሻexp	ሺെik′xሻ

൅ bାሺkሬԦ′ሻexp	ሺik′xሻሿሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ√2ω2ωᇱ
නdଷ xሺωωᇱሻሾെa൫kሬԦ൯b൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

൅ a൫kሬԦ൯aା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ bା൫kሬԦ൯b൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

െ bା൫kሬԦ൯aା൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿ 
 

൅න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ√2ω2ωᇱ
නdଷ xሺkሬԦ ∙ kሬԦᇱሻሾെb൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

െ aା൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ√2ω2ωᇱ
නdଷ xሾb൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk ൅ kᇱሻxሽ

൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯ expሼെiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk െ kᇱሻxሽ

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯ expሼiሺk ൅ kᇱሻxሽሿ 
 

（δሺkሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdxの１次元の式より，３次元にして， 

δ൫kሬԦ൯ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷxሬԦが成⽴します．） 

 



ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

√2ω2ωᇱ
ሺωωᇱሻሾെa൫kሬԦ൯b൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻ expሼെiሺω ൅ ω′ሻtሽ

൅ a൫kሬԦ൯aା൫kሬԦᇱ൯ δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻexpሼെiሺω െ ω′ሻtሽ

൅ bା൫kሬԦ൯b൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ expሼiሺω െ ω′ሻtሽ

െ bା൫kሬԦ൯aା൫kሬԦᇱ൯ δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻexpሼiሺω ൅ ω′ሻtሽሿ 
 

൅න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

√2ω2ωᇱ
ሺkሬԦ ∙ kሬԦᇱሻሾെb൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻ expሼെiሺω ൅ ω′ሻtሽ

൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯ δ൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯expሼെiሺω െ ωᇱሻtሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯ δ൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯expሼiሺω െ ωᇱሻtሽ

െ aା൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻ expሼiሺω ൅ ωᇱሻtሽሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

√2ω2ωᇱ
ሾb൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻ expሼെiሺω ൅ ω′ሻtሽ

൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ expሼെiሺω െ ωᇱሻtሽ

൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ expሼiሺω െ ωᇱሻtሽ

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫kሬԦᇱ൯δሺkሬԦ ൅ kሬԦᇱሻ expሼiሺω ൅ ωᇱሻtሽሿ 
 

（kሬԦ ൌ േkሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻが成⽴しま

す．） 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

2ω
ωଶሾെa൫kሬԦ൯b൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ a൫kሬԦ൯aା൫kሬԦ൯ ൅ bା൫kሬԦ൯b൫kሬԦ൯

െ bା൫kሬԦ൯aା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

൅න
dଷkሬԦ

2ω
หkሬԦห

ଶ
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 



 

ൌ න
dଷkሬԦ

2ω
ωଶൣെb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ ሼaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ δሺ0ሻൟ

൅ ሼb൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ െ δሺ0ሻሽ െ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

൅න
dଷkሬԦ

2ω
หkሬԦห

ଶ
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

2ω
ሾቀെωଶ ൅ หkሬԦห

ଶ
ቁ b൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ ቀωଶ ൅ หkሬԦห

ଶ
ቁ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ ቀωଶ ൅ หkሬԦห
ଶ
ቁ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ ሺെωଶ

൅ หkሬԦห
ଶ
ሻaା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 

 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

2ω
ሾെmଶb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯ expሺെ2iωtሻ ൅ ሺ2ωଶ െ mଶሻaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ ሺ2ωଶ

െ mଶሻb൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ െ mଶaା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

൅mଶන
dଷkሬԦ

2ω
ሾb൫kሬԦ൯a൫െkሬԦ൯exp	ሺെ2iωtሻ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ ൅ aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯

൅ aା൫kሬԦ൯bା൫െkሬԦ൯ expሺ2iωtሻሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

2ω
ሾ2ωଶ൛aା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ b൫kሬԦ൯bା൫kሬԦ൯ൟሿ 

 



ൌ නdଷ kሬԦωሾaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ ൛bା൫kሬԦ൯b൫kሬԦ൯ ൅ δሺ0ሻൟሿ 

 

最後の定数項は，前 Section のときと同様にして，0 にすることができま

す．したがって，Hamiltonian は， 

 

H ൌ නdଷ kሬԦωሼaା൫kሬԦ൯a൫kሬԦ൯ ൅ bା൫kሬԦ൯b൫kሬԦ൯ሽ 

 

となります． 

 

QFT02-5 実 Klein-Gordon Propagator 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

QFT02-6 複素 Klein-Gordon Propagator 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



QFT03 Dirac 場（Spinor 場） 
QFT03-1 Dirac 場の古典論 

特殊相対論的量⼦⼒学の⽅程式である Dirac ⽅程式は，次の式で与えら

れます． 

 
ሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ ൌ 0 

 

ここで， 

 

∂ஜ ൌ ሺ
∂
∂t
,  ሻ׏

 

γ଴ ൌ ቀI 0
0 െI

ቁ 

 

γ୧ ൌ ൬
0 σ୧
െσ୧ 0 ൰	ሺi ൌ 1,2,3ሻ 

 

σଵ ≡ ቀ0 1
1 0

ቁ , σଶ ≡ ቀ0 െi
i 0

ቁ , σଷ ≡ ቀ1 0
0 െ1

ቁ 

 

です．γは 4×4 の⾏列でガンマ⾏列といい，σは 2×2 の⾏列で Pauli ⾏列

です．また，m は質量です． 

対応する Lagrangian 密度は， 

 
ࣦሺxሻ ൌ ψഥሺxሻሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ 

 

です．ただし，Minkowski 共役な場， 

 
ψഥ ≡ ψାγ଴ 

 



を導⼊しました．この Lagrangian 密度を Euler-Lagrange ⽅程式， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ሻ ൌ 0 

 

に代⼊すると，確かに Dirac ⽅程式が導出されることを確認しておきまし

ょう．Euler-Lagrange ⽅程式のφは，この場合，ψഥに置き換えます．まず，

第１項は， 

 
∂ࣦ
∂ψഥ

ൌ ሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ 

 

となります．次に，第２項は， 

 
∂ࣦ

∂൫∂ஜϕ൯
ൌ 0 

 

となります．したがって，Euler-Lagrange ⽅程式は， 

 
∂ࣦ
∂ψഥ

െ ∂ஜሺ
∂ࣦ

∂൫∂ஜψഥ൯
ሻ ൌ ሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ ൅ 0 ൌ 0 

 
∴ ሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ ൌ 0 

 

となります．確かに，Dirac ⽅程式が導かれました． 

Hamiltonian 密度も求めておきましょう．⼀般化運動量πは， 

 

πሺxሻ ൌ
∂ࣦ

∂ψሶ ሺxሻ
 

 



ൌ
∂

∂ψሶ ሺxሻ
ψഥሺxሻሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ 

 
ൌ ψഥ ∙ iγ଴ 

 
ൌ ψାγ଴ ∙ iγ଴ 

 

ここで， 

 

γ଴γ଴ ൌ ቀI 0
0 െI

ቁ ቀI 0
0 െI

ቁ 

 

ൌ ቀI 0
0 I

ቁ 

 

となるので， 

 

πሺxሻ ൌ iψା ቀI 0
0 I

ቁ 

 
ൌ iψାሺxሻ 

 

となります．したがって，Hamiltonian 密度は， 

 
࣢ሺxሻ ൌ πሺxሻψሶ ሺxሻ െ ࣦሺxሻ 

 
ൌ iψାψሶ െ ψഥሺxሻሺiγஜ ∂ஜ െ mሻψሺxሻ 

 
ൌ iψାψሶ െ ψାγ଴ሺiγ଴ ∂଴ ൅ iγ୧ ∂୧ െ mሻψ	ሺi ൌ 1,2,3ሻ 

 
ൌ iψାψሶ െ iψାψሶ ൅ ψାγ଴ሺെiγ୧ ∂୧ ൅ mሻψ 

 



（Dirac ⽅程式ሺiγ଴ ∂଴ ൅ iγ୧ ∂୧ െ mሻψ ൌ 0より，） 

 
ൌ ψାγ଴ሺiγ଴ ∂଴ψሻ 

 

ൌ ψାi
∂
∂t
ψ 

 

と導かれます． 

 

QFT03-2 Dirac 場の正準量⼦化 

量⼦論ではオブザーバブルは演算⼦で表されることになります．Dirac

場ψを演算⼦に格上げした瞬間に，場の量⼦化が実⾏されたことになりま

す．この際，演算⼦は積の順序が問題となりますので，交換関係を設定す

ることになります．このような交換関係による量⼦化のことを正準量⼦化

といいます．ただし，Dirac 場が記述するのは Fermion なので反交換関係

を設定しなければなりません．Dirac 場ψとその⼀般化運動量πの間に次の

同時刻反交換関係を設定します． 

 

ቊ
൛ψ୧ሺt, xሬԦሻ, π୨ሺt, xሬԦᇱሻൟ ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻδ୧୨

൛ψ୧ሺt, xሬԦሻ, ψ୨ሺt, xሬԦᇱሻൟ ൌ ൛π୧ሺt, xሬԦሻ, π୨ሺt, xሬԦᇱሻൟ ൌ 0
	ሺ1ሻ 

 

ただし，反交換⼦は， 

 
ሼA, Bሽ ≡ AB ൅ BA 

 

で定義されます．演算⼦を表すハットは省略しました．また，場の量ψやπ

は連続量なので，δ関数を使って反交換関係を表しています． 

次に，場ψを Fourier 変換します． 



 

ψሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cሺkሬԦ, σሻuሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻ

൅ dାሺkሬԦ, σሻvሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ2ሻ 
 

σは電⼦のスピンの⾃由度を表します．また，単に x や k と書いているの

は， 

 
x ൌ xஜ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 
p ൌ pஜ ൌ ሺE, pሬԦሻ ൌ k ൌ kஜ ൌ ሺω, kሬԦሻ 

 

を意味します．したがって，kx の表記で， 

 
kx ൌ ηஜ஝kஜx஝ ൌ Et െ pሬԦ ∙ xሬԦ ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

を表します．また，ωとkሬԦの間には，特殊相対性理論の要請より， 

 

pଶ ൌ pஜpஜ ൌ Eଶ െ |pሬԦ|ଶ ൌ kଶ ൌ kஜkஜ ൌ ωଶ െ หkሬԦห
ଶ
ൌ mଶ 

 

の関係が成⽴します．これを，On-shell 条件といいます．このとき， 

 

ω ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶ 

 

となります．Minkowski 共役な場は， 

 
ψഥ ≡ ψାγ଴ 

 



ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cାሺkሬԦ, σሻuതሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻ

൅ dሺkሬԦ, σሻvതሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻሿ 
 

となります．ここで，展開係数c, cା, d, dାはエルミート演算⼦で，次の反交

換関係が成⽴します． 

 

ቊ
ሼcሺkሬԦ, σሻ, cାሺkሬԦᇱ, σᇱሻሽ ൌ ሼdሺkሬԦ, σሻ, dାሺkሬԦᇱ, σᇱሻሽ ൌ δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻδ஢஢ᇱ

ሼcሺkሬԦ, σሻ, cሺkሬԦ′, σ′ሻሽ ൌ ሼd൫kሬԦ, σ൯, d൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ሽ ൌ ሼc൫kሬԦ, σ൯, d൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ሽ ൌ 0
	ሺ3ሻ 

 

反交換関係(3)式が成⽴することを確認するために，場φを Fourier 変換し

た(2)式をもとの同時刻反交換関係(1)式の左辺に代⼊して，(3)式を使っ

て(1)式が成⽴することを確かめます． 

 
൛ψ୧ሺt, xሬԦሻ, π୨ሺt, xሬԦᇱሻൟ ൌ ൛ψ୧ሺt, xሬԦሻ, iψ୨

ାሺt, xሬԦ′ሻൟ 
 

ൌ iሼන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cሺkሬԦ, σሻu୧ሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻ

൅ dାሺkሬԦ, σሻv୧ሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻሿ,න
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ωᇱ ෍ ሾ

஢ᇲୀേଵ

cାሺkሬԦ′, σ′ሻu୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺik′x′ሻ

൅ dሺkሬԦ′, σ′ሻv୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺെik′x′ሻሿሽ 

 

ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

im

√ωωᇱ
෍ሼ
஢,஢ᇲ

cሺkሬԦ, σሻu୧ሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻ

൅ dାሺkሬԦ, σሻv୧ሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻ, cାሺkሬԦ′, σ′ሻu୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺik′x′ሻ

൅ dሺkሬԦ′, σ′ሻv୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺെik′x′ሻሽ 

 



ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

im

√ωωᇱ
෍ሾ
஢,஢ᇲ

u୧൫kሬԦ, σ൯u୨
ା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯൛c൫kሬԦ, σ൯, cା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ൟ exp൛െi൫ωt

െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp ൜i ቀωʻt െ kሬԦᇱ ∙ xሬԦᇱቁൠ

൅ v୧ሺkሬԦ, σሻv୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻሼdାሺkሬԦ, σሻ, dሺkሬԦ′, σ′ሻሽ exp൛i൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʼt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽሿ 

 

ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

im

√ωωᇱ
෍ሾ
஢,஢ᇲ

u୧൫kሬԦ, σ൯u୨
ା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯δሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻδ஢஢ᇲ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼiሺωʻt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽ 	

൅ v୧ሺkሬԦ, σሻv୨
ାሺkሬԦ′, σ′ሻδሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻδ஢஢ᇱ exp൛i൫ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp	ሼെiሺωʼt െ kሬԦ′ ∙ xሬԦ′ሻሽሿ 

 

（kሬԦ ൌ kሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻも成⽴します．） 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ
im
ω
෍ሾ
஢

u୧൫kሬԦ, σ൯u୨
ା൫kሬԦ, σ൯ exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ

൅ v୧ሺkሬԦ, σሻv୨
ାሺkሬԦ, σሻexp	ሼെikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻሽሿ 

 

（柏太郎著”演習場の量⼦論”サイエンス社 

p41 (2.94)(2.95)式より） 

 

ൌ න
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ
im
ω
ሾ
1
2m

൬ω ൅m kሬԦ ∙ σሬሬԦ
kሬԦ ∙ σሬሬԦ ω െm

൰
୧୨

exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ

൅
1
2m

൬ω െm kሬԦ ∙ σሬሬԦ
kሬԦ ∙ σሬሬԦ ω ൅m

൰
୧୨

exp	ሼെikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻሽሿ 

 



ൌ න
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ
im
ω
ሾ
1
2m

൬ω ൅m kሬԦ ∙ σሬሬԦ
kሬԦ ∙ σሬሬԦ ω െm

൰
୧୨

exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ

൅
1
2m

൬ω െm െkሬԦ ∙ σሬሬԦ
െkሬԦ ∙ σሬሬԦ ω ൅m

൰
୧୨

exp	ሼikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻሽሿ 

 

ൌ iන
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ
ቀ1 0
0 1

ቁ
୧୨
exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ 

 

（δሺxሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdkの１次元の式より，３次元にして， 

δሺxሬԦሻ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷkሬԦが成⽴します．） 

 
ൌ iδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻδ୧୨ 

 

同様にして，(1)式の残りの２式も確かめることができます． 

Hamiltonian を展開係数c, cା, d, dାで表してみましょう．Hamiltonian

は， 

 

H ൌ නdଷ x࣢ 

 

ൌ නdଷ x ∙ ψାi
∂
∂t
ψ 

 

です．ここで， 

 

ψሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cሺkሬԦ, σሻuሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻ

൅ dାሺkሬԦ, σሻvሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ2ሻ 
 

において，エルミート共役をとると， 



 

ψାሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cାሺkሬԦ, σሻuାሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻ

൅ dሺkሬԦ, σሻvାሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻሿ 
 

となります．上の Hamiltonian に代⼊して計算します． 

 

H ൌ නdଷ x ∙ ψାሺxሻi
∂
∂t
ψሺxሻ 

 

ൌ නdଷ x ∙ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ω

෍ ሾ
஢ୀേଵ

cାሺkሬԦ, σሻuାሺkሬԦ, σሻexp	ሺikxሻ

൅ dሺkሬԦ, σሻvାሺkሬԦ, σሻexp	ሺെikxሻሿi
∂
∂t
න

dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ
ට
m
ωᇱ ෍ ሾ

஢ᇱୀേଵ

cሺkሬԦ′, σ′ሻuሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺെik′xሻ

൅ dାሺkሬԦ′, σ′ሻvሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 
 

ൌ iනdଷ xන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

m

√ωωᇱ
෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯uା൫kሬԦ, σ൯ expሺikxሻ

൅ d൫kሬԦ, σ൯vା൫kሬԦ, σ൯ expሺെikxሻሿ

ൈ ሾሺെiωᇱሻcሺkሬԦ′, σ′ሻuሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺെik′xሻ
൅ ሺiωᇱሻdାሺkሬԦ′, σ′ሻvሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 

 

ൌ නdଷ xන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

mω′

√ωωᇱ
෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯uା൫kሬԦ, σ൯ expሺikxሻ

൅ d൫kሬԦ, σ൯vା൫kሬԦ, σ൯ expሺെikxሻሿ

ൈ ሾc൫kሬԦᇱ, σᇱ൯u൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሺെikᇱxሻ

െ dାሺkሬԦ′, σ′ሻvሺkሬԦ′, σ′ሻexp	ሺik′xሻሿ 
 



ൌ නdଷ xන
dଷkሬԦdଷkሬԦ′
ሺ2πሻଷ

mω′

√ωωᇱ
෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦᇱ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯u൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼiሺω

െ ωᇱሻtሽ exp൛െi൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯ ∙ xሬԦൟ

െ cା൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯v൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼiሺω

൅ ωᇱሻtሽ exp൛െi൫kሬԦ ൅ kሬԦᇱ൯ ∙ xሬԦൟ

൅ d൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦᇱ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯u൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼെiሺω

൅ ωᇱሻtሽ exp൛i൫kሬԦ ൅ kሬԦᇱ൯ ∙ xሬԦൟ

െ d൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯v൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼെiሺω

െ ωᇱሻtሽ exp	ሼiሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ ∙ xሬԦሽሿ 
 

（δሺkሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdxの１次元の式より，３次元にして， 

δ൫kሬԦ൯ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷxሬԦが成⽴します．） 

 

ൌ නdଷkሬԦdଷkሬԦ′
mω′

√ωωᇱ
෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦᇱ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯u൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼiሺω

െ ωᇱሻtሽ δ൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯

െ cା൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯v൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼiሺω ൅ ωᇱሻtሽ δ൫kሬԦ

൅ kሬԦᇱ൯

൅ d൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦᇱ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯u൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼെiሺω ൅ ωᇱሻtሽ δ൫kሬԦ

൅ kሬԦᇱ൯

െ d൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦᇱ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯v൫kሬԦᇱ, σᇱ൯ expሼെiሺω

െ ωᇱሻtሽ δ൫kሬԦ െ kሬԦᇱ൯ሿ 
 

（kሬԦ ൌ േkሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻが成⽴しま

す．） 

 

ൌ නdଷ kሬԦ ∙ m෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯u൫kሬԦ, σᇱ൯

െ cା൫kሬԦ, σ൯dା൫െkሬԦ, σᇱ൯uା൫kሬԦ, σ൯v൫െkሬԦ, σᇱ൯ expሺ2iωtሻ

൅ d൫kሬԦ, σ൯c൫െkሬԦ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯u൫െkሬԦ, σᇱ൯ expሺെ2iωtሻ

െ d൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦ, σᇱ൯vା൫kሬԦ, σ൯v൫kሬԦ, σᇱ൯ሿ 



 

（柏太郎著”演習場の量⼦論”サイエンス社 

p41 (2.91)(2.92)式より） 

 

ൌ නdଷ kሬԦ ∙ m෍ሾ
஢஢ᇲ

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦ, σᇱ൯
ω
m
δ஢஢ᇱ െ cା൫kሬԦ, σ൯dା൫െkሬԦ, σᇱ൯ ∙ 0

∙ expሺ2iωtሻ ൅ d൫kሬԦ, σ൯c൫െkሬԦ, σᇱ൯ ∙ 0 ∙ expሺെ2iωtሻ

െ d൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦ, σᇱ൯
ω
m
δ஢஢ᇱሿ 

 

ൌ නdଷ kሬԦ ∙ ω෍ሾ
஢

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦ, σ൯ െ d൫kሬԦ, σ൯dା൫kሬԦ, σ൯ሿ 

 

ൌ නdଷ kሬԦ ∙ ω෍ሾ
஢

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦ, σ൯ ൅ dା൫kሬԦ, σ൯d൫kሬԦ, σ൯ ൅ δሺ0ሻሿ 

 

ここで，第３項はデルタ関数の性質 

 

න fሺkሬԦሻδ
ஶ

ିஶ
൫kሬԦ െ kሬԦ′൯dx ൌ fሺkሬԦ′ሻ 

 

より，kሬԦ ൌ 0のときのωの値が出てくることになります． 

 

නdଷkሬԦω෍δሺ0ሻ
஢

ൌ නdଷkሬԦටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶ ∙ 2δሺ0ሻ 

 

ൌ 2ඥ0ଶ ൅mଶ 
 

ൌ 2m 
 

これは定数なので，エネルギー軸の原点をずらして 0 にすることができま



す．したがって，Hamiltonian は， 

 

H ൌ නdଷ kሬԦ ∙ ω෍ሾ
஢

cା൫kሬԦ, σ൯c൫kሬԦ, σ൯ ൅ dା൫kሬԦ, σ൯d൫kሬԦ, σ൯ሿ 

 

で与えられることになります． 



QFT04 Maxwell 場（Vector 場） 
QFT04-1 Maxwell 場の古典論 

特殊相対論的電磁気学の⽅程式である Maxwell ⽅程式は，次の式で与え

られます． 

 
∂ஜFஜ஝ሺxሻ ൌ j஝ሺxሻ 

 

ここで， 

 
x ൌ xஜ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 

∂ஜ ൌ ሺ
∂
∂t
,  ሻ׏

 

∂ஜ ൌ ሺ
∂
∂t
, െ׏ሻ 

 
Fஜ஝ሺxሻ ≡ ∂ஜA஝ሺxሻ െ ∂஝Aஜሺxሻ 

 
Aஜሺxሻ ൌ ሺϕሺxሻ, AሬሬԦሺxሻሻ 

 
jஜሺxሻ ൌ ሺρሺxሻ, ȷԦሺxሻሻ 

 

です．対応する Lagrangian 密度は， 

 

ࣦሺxሻ ൌ െ
1
4
Fஜ஝ሺxሻFஜ஝ሺxሻ െ jஜAஜሺxሻ 

 

で与えられます．この Lagrangian 密度を Euler-Lagrange ⽅程式， 

 



∂ࣦ
∂ϕ

െ ∂஝ሺ
∂ࣦ

∂ሺ∂஝ϕሻ
ሻ ൌ 0 

 

に代⼊すると，確かに Maxwell ⽅程式が導出されることを確認しておきま

しょう．Euler-Lagrange ⽅程式のφは，この場合，Aஜに置き換えます． 

 
∂ࣦ
∂Aஜ

െ ∂஝ሺ
∂ࣦ

∂൫∂஝Aஜ൯
ሻ ൌ 0 

 

ここで， 

 
Fஜ஝Fஜ஝ ൌ Fஜ஝ሺ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜሻ 

 
ൌ Fஜ஝ ∂ஜA஝ െ Fஜ஝ ∂஝Aஜ 

 

ですが，最後の式の第２項で添え字のμ，νを⼊れ換えると，Fஜ஝の反対称

性より， 

 
Fஜ஝ ∂஝Aஜ ൌ F஝ஜ ∂ஜA஝ 

 
ൌ െFஜ஝ ∂ஜA஝ 

 

となります．したがって， 

 
Fஜ஝Fஜ஝ ൌ 2Fஜ஝ ∂ஜA஝ 

 
ൌ 2ሺ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜሻ ∂ஜA஝ 

 

なので，与えた Lagrangian 密度は， 



 

ࣦሺxሻ ൌ െ
1
2
ሺ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜሻ ∂ஜA஝ െ jஜAஜ 

 

と書き直すことができます．この Lagrangian 密度の第１項は， 

 

െ
1
2
൫∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜ൯ ∂ஜA஝ ൌ െ

1
2
ሺ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜሻη஡ஜη஢஝ ∂஡A஢ 

 

ൌ െ
1
2
ሺ∂஡A஢ െ ∂஢A஡ሻ ∂஡A஢ 

 

ൌ െ
1
2
ሺ∂஝Aஜ െ ∂ஜA஝ሻ ∂஝Aஜ 

 

とも書き直すことができることにも注意しましょう．このとき，

Euler-Lagrange ⽅程式， 

 
∂ࣦ
∂Aஜ

െ ∂஝ሺ
∂ࣦ

∂൫∂஝Aஜ൯
ሻ ൌ 0 

 

は， 

 
∂ࣦ
∂Aஜ

ൌ െjஜ 

 
∂ࣦ

∂൫∂஝Aஜ൯
ൌ െ

1
2
ሺെ∂ஜA஝ሻ െ

1
2
∂஝Aஜ െ

1
2
ሺ∂஝Aஜ െ ∂ஜA஝ሻ 

 
ൌ ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜ 

 
ൌ Fஜ஝ 



 

より， 

 
െjஜ െ ∂஝Fஜ஝ ൌ 0 

 
∴ െjஜ ൅ ∂஝F஝ஜ ൌ 0 

 
∴ ∂ஜFஜ஝ ൌ j஝ 

 

となります．確かに，Maxwell ⽅程式が導かれました． 

次に，Source が無く，j஝ ൌ 0の場合を考えます．このとき，Lagrangian

密度は， 

 

ࣦሺxሻ ൌ െ
1
4
Fஜ஝ሺxሻFஜ஝ሺxሻ	ሺ1ሻ 

 

となり，真空中の Maxwell ⽅程式は， 

 
∂ஜFஜ஝ሺxሻ ൌ 0 

 

となります． 

(1)式の Lagrangian 密度はゲージ不変性をもっていますが，ゲージを固

定するため，αを任意定数として， 

 

െ
1
2α

ሾ∂ஜAஜሺxሻሿଶ 

 

というゲージ固定項を⼿で加えます．このとき，Lagrangian 密度は， 

 



ࣦሺxሻ ൌ െ
1
4
Fஜ஝ሺxሻFஜ஝ሺxሻ െ

1
2α

ሾ∂ஜAஜሺxሻሿଶ 	ሺqft04 െ 1ሻ 

 

と，修正されます．ここで，α=1 という Feynman ゲージを選ぶと， 

 

ࣦሺxሻ ൌ െ
1
4
Fஜ஝ሺxሻFஜ஝ሺxሻ െ

1
2
ሾ∂ஜAஜሺxሻሿଶ	ሺ2ሻ 

 

となります．この(2)式の Lagrangian 密度について，⼀般化運動量を計算

します．ここで，前述の式変形と同様に， 

 

ࣦሺxሻ ൌ െ
1
2
ሺ∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜሻ ∂ஜA஝ െ

1
2
ሾ∂ஜAஜሺxሻሿଶ 

 

と書き直すことができます．さらに，この式の右辺第１項は，前述の式変

形と同様に， 

 

െ
1
2
൫∂ஜA஝ െ ∂஝Aஜ൯ ∂ஜA஝ ൌ െ

1
2
ሺ∂஝Aஜ െ ∂ஜA஝ሻ ∂஝Aஜ 

 

とも書き直すことができることにも注意しましょう．また，右辺第２項を， 

 

െ
1
2
∂ஜAஜሺxሻ ∂஝A஝ሺxሻ 

 

と変形しておきます．したがって，⼀般化運動量の時間成分は， 

 

π଴ ൌ
∂ࣦ

∂Aሶ ଴
 

 

ൌ െ
1
2
∂଴A଴ െ

1
2
ሺെ∂଴A଴ሻ െ

1
2
ሺ∂଴A଴ െ ∂଴A଴ሻ െ

1
2
∂஝A஝ െ

1
2
∂ஜAஜ 



 
ൌ െ∂ஜAஜ 

 
ൌ െሺ∂଴, െ׏ሻ ∙ ሺA଴, െAሬሬԦሻ 

 
ൌ െAሶ ଴ െ ׏ ∙ AሬሬԦ 

 
ൌ െAሶ ଴ െ ׏ ∙ AሬሬԦ 

 
ൌ െ∂ஜAஜ 

 

となります．空間成分は， 

 

π୧ ൌ
∂ࣦ

∂Aሶ ୧
	ሺi ൌ 1,2,3ሻ 

 

ൌ െ
1
2
∂଴A୧ െ

1
2
൫െ∂୧A଴൯ െ

1
2
൫∂଴A୧ െ ∂୧A଴൯ 

 
ൌ ∂୧A଴ െ Aሶ ୧ 

 

となります． 

 

QFT04-2 Maxwell 場の正準量⼦化 

量⼦論ではオブザーバブルは演算⼦で表されることになります．

Maxwell 場Aஜを演算⼦に格上げした瞬間に，場の量⼦化が実⾏されたこと

になります．この際，演算⼦は積の順序が問題となりますので，交換関係

を設定することになります．このような交換関係による量⼦化のことを正

準量⼦化といいます．次の同時刻交換関係を設定します． 

 



ቊ
ൣAஜሺt, xሬԦሻ, Aሶ ஝ሺt, xሬԦᇱሻ൧ ൌ െiδஜ஝δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ

ሾAஜሺt, xሬԦሻ, A஝ሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ ሾAሶ ஜሺt, xሬԦሻ, Aሶ ஝ሺt, xሬԦᇱሻሿ ൌ 0
	ሺ3ሻ 

 

演算⼦を表すハットは省略しました．また，場の量AஜやAሶ ஜは連続量なので，

δ関数を使って交換関係を表しています．次に，場Aஜを Fourier 変換しま

す． 

 

Aஜሺxሻ ൌ න
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
෍ሾ

ଷ

஛ୀ଴

aሺkሬԦ, λሻεஜሺkሬԦ, λሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦ, λሻεஜାሺkሬԦ, λሻexp	ሺikxሻሿ	ሺ4ሻ 
 

単に x や k と書いているのは， 

 
x ൌ xஜ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 
p ൌ pஜ ൌ ሺE, pሬԦሻ ൌ k ൌ kஜ ൌ ሺω, kሬԦሻ 

 

を意味します．したがって，kx の表記で， 

 
kx ൌ ηஜ஝kஜx஝ ൌ Et െ pሬԦ ∙ xሬԦ ൌ ωt െ kሬԦ ∙ xሬԦ 

 

を表します．また，ωとkሬԦの間には，特殊相対性理論の要請より， 

 

pଶ ൌ pஜpஜ ൌ Eଶ െ |pሬԦ|ଶ ൌ kଶ ൌ kஜkஜ ൌ ωଶ െ หkሬԦห
ଶ
ൌ mଶ 

 

の関係が成⽴します．これを，On-shell 条件といいます．このとき， 

 

ω ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶ 



 

となります．また，εは偏光ベクトルといい，４次元ミンコフスキー時空

における基本単位ベクトル（基底ベクトル）です．εは，お互いに独⽴な

らば⾃由に選択することができますが，簡単のため，kሬԦの向きが z ⽅向に

なるように基準系を設定して， 

 

εஜ൫kሬԦ, 0൯ ൌ ቌ

1
0
0
0

ቍ , εஜ൫kሬԦ, 1൯ ൌ ቌ

0
1
0
0

ቍ , εஜ൫kሬԦ, 2൯ ൌ ቌ

0
0
1
0

ቍ , εஜ൫kሬԦ, 3൯ ൌ ቌ

0
0
0
1

ቍ 

 

とします．このとき，光は z ⽅向に進んでいるとしたので， 

 
kஜεஜ൫kሬԦ, 1൯ ൌ kஜεஜ൫kሬԦ, 2൯ ൌ 0 

 

が成⽴します．すなわち，λ=1,2 は横波成分を表します．そして，λ=3

は縦波成分を，λ=0 は時間成分を表します．上の具体的表式より， 

 
εஜା൫kሬԦ, λ൯εஜ൫kሬԦ, λᇱ൯ ൌ δ஛஛ᇲ 

 

が成⽴します．例えば， 

 

εஜା൫kሬԦ, 0൯εஜ൫kሬԦ, 0൯ ൌ ሺ1,0,0,0ሻቌ

1
0
0
0

ቍ ൌ 1 

 

εஜା൫kሬԦ, 0൯εஜ൫kሬԦ, 1൯ ൌ ሺ1,0,0,0ሻቌ

0
1
0
0

ቍ ൌ 0 

 



等です．つまり，εは規格直交系を形成していることがわかります．さら

に， 

 

෍εஜା
ଷ

஛ୀ଴

൫kሬԦ, λ൯ε஝ሺkሬԦ, λሻ ൌ δஜ஝ 

 

が成⽴します．具体的表式より，例えば， 

 

෍ε଴ା
ଷ

஛ୀ଴

൫kሬԦ, λ൯ε଴ሺkሬԦ, λሻ ൌ ε଴ା൫kሬԦ, 0൯ε଴ሺkሬԦ, 0ሻ ൅ ⋯൅ ε଴ା൫kሬԦ, 3൯ε଴ሺkሬԦ, 3ሻ 

 
ൌ 1 ൈ 1 ൅ 0 ൈ 0 ൅ 0 ൈ 0 ൅ 0 ൈ 0 

 
ൌ 1 

 
ൌ δ଴଴ 

 

෍ε଴ା
ଷ

஛ୀ଴

൫kሬԦ, λ൯εଵሺkሬԦ, λሻ ൌ ε଴ା൫kሬԦ, 0൯εଵሺkሬԦ, 0ሻ ൅ ⋯൅ ε଴ା൫kሬԦ, 3൯εଵሺkሬԦ, 3ሻ 

 
ൌ 1 ൈ 0 ൅ 0 ൈ 1 ൅ 0 ൈ 0 ൅ 0 ൈ 0 

 
ൌ 0 

 
ൌ δ଴ଵ 

 

等です．上式はεの完全性を表しています．展開係数a, aାに⽬を向けましょ

う．これらはエルミート演算⼦で，次の交換関係が成⽴します． 

 



൝
ൣa൫kሬԦ, λ൯, aା൫kሬԦᇱ, λᇱ൯൧ ൌ െδ஛஛

ᇲ
δሺkሬԦ െ kሬԦᇱሻ

ൣa൫kሬԦ, λ൯, a൫kሬԦᇱ, λᇱ൯൧ ൌ ሾaା൫kሬԦ, λ൯, aା൫kሬԦᇱ, λᇱ൯ሿ ൌ 0
	ሺ5ሻ 

 

交換関係(5)式が成⽴することを確認するために，場Aஜを Fourier 変換し

た(4)式をもとの同時刻交換関係(3)式の左辺に代⼊して，(5)式を使って

(3)式が成⽴することを確かめます．以下，(3)式の第１式を計算します． 

 
ൣAஜሺt, xሬԦሻ, Aሶ ஝ሺt, xሬԦᇱሻ൧

ൌ ሾන
dଷkሬԦ

ඥሺ2πሻଷ2ω
෍ሾ

ଷ

஛ୀ଴

aሺkሬԦ, λሻεஜሺkሬԦ, λሻexp	ሺെikxሻ

൅ aାሺkሬԦ, λሻεஜାሺkሬԦ, λሻexp	ሺikxሻሿ, න
dଷkሬԦ′

ඥሺ2πሻଷ2ω′
෍ሾ

ଷ

஛ᇲୀ଴

aሺkሬԦ′, λ′ሻε஝ሺkሬԦ′, λ′ሻሺെiωᇱሻexp	ሺെik′x′ሻ

൅ aାሺkሬԦ′, λ′ሻε஝ାሺkሬԦ′, λ′ሻሺiωᇱሻexp	ሺik′x′ሻሿሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ2√ωωᇱ
෍ሾ
஛,஛ᇲ

ൣa൫kሬԦ, λ൯, aା൫kሬԦᇱ, λᇱ൯൧ε஝ା൫kሬԦᇱ, λᇱ൯εஜ൫kሬԦ, λ൯ሺiωᇱሻ exp൛െi൫ωt

െ kሬԦ ∙ xሬԦ൯ൟ exp൛i൫ωᇱt െ kሬԦᇱ ∙ xሬԦᇱ൯ൟ

൅ ሾaା൫kሬԦ, λ൯, a൫kሬԦᇱ, λᇱ൯ሿεஜାሺkሬԦ, λሻε஝ሺkሬԦ′, λ′ሻሺെiωᇱሻ exp൛i൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp൛െi൫ωᇱt െ kሬԦᇱ ∙ xሬԦᇱ൯ൟሿ 
 

ൌ න
dଷkሬԦdଷkሬԦ′

ሺ2πሻଷ2√ωωᇱ
෍ሾ
஛,஛ᇲ

െ δ஛஛
ᇲ
δ൫kሬԦ

െ kሬԦᇱ൯ε஝ା൫kሬԦᇱ, λᇱ൯εஜ൫kሬԦ, λ൯ሺiωᇱሻ exp൛െi൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp൛i൫ωᇱt െ kሬԦᇱ ∙ xሬԦᇱ൯ൟ ൅ δ஛஛
ᇲ
δሺkሬԦ

െ kሬԦᇱሻεஜାሺkሬԦ, λሻε஝ሺkሬԦ′, λ′ሻሺെiωᇱሻ exp൛i൫ωt െ kሬԦ

∙ xሬԦ൯ൟ exp൛െi൫ωᇱt െ kሬԦᇱ ∙ xሬԦᇱ൯ൟሿ 
 

（kሬԦ ൌ kሬԦᇱに加え，ω୩ሬሬԦ ൌ ටหkሬԦห
ଶ
൅ mଶより，ω ൌ ωʻも成⽴します．） 

 



ൌ න
dଷkሬԦ

ሺ2πሻଷ2ω
෍ሾ
஛

െε஝ା൫kሬԦ, λ൯εஜ൫kሬԦ, λ൯ሺiωሻ exp൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟ

൅ εஜାሺkሬԦ, λሻε஝൫kሬԦ, λ൯ሺെiωሻ exp൛െikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟሿ 
 

（δሺxሻ ൌ
ଵ

ଶ஠
׬ exp
ஶ
ିஶ

ሺikxሻdkの１次元の式より，３次元にして， 

δሺxሬԦሻ ൌ
ଵ

ሺଶ஠ሻయ
׬ exp
ஶ
ିஶ ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdଷkሬԦが成⽴します．さらに前述の， 

∑ εஜାଷ
஛ୀ଴ ൫kሬԦ, λ൯ε஝ሺkሬԦ, λሻ ൌ δஜ஝を利⽤します．） 

 

ൌ
1
2ω

ሼെδஜ஝ሺiωሻδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ ൅ δஜ஝ሺെiωሻδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻሽ 

 
ൌ െiδஜ஝δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

確かに，(3)式の第１式が導かれました．第２式，第３式も同様に導くこ

とができます． 
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