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Preface 
量⼦⼒学は２０世紀初頭，複数の物理学者達によって創始されたミクロ

世界を記述する物理学です．量⼦⼒学では⼒学的⾃然観に取って代わる量

⼦⼒学的⾃然観とでもいうべきものが形成されています．その⾃然観にお

いては量⼦の粒⼦性と波動性の２重性こそがミクロ世界の本質であり，事

象は確率的に記述されることになります．量⼦⼒学は相対性理論とともに

２０世紀の物理学の⾰命であり，常識的には受け⼊れられない概念・原理

が登場してくることになります． 

本 Report 量⼦⼒学の構成を説明しましょう．まず，Part1 では歴史的

記述を⾏います．１９世紀までの古典的な物理概念が破綻し，⾰命的な物

理学がいかに誕⽣してきたかについて取り扱います． 

次に，Part2 では完成された量⼦⼒学の⼀つの形式として波動⼒学を記

述します．波動⼒学はシュレディンガーによって１９２６年に創られまし

た．まず，不確定性原理とシュレディンガー⽅程式という量⼦⼒学の根本

となる事項を取り扱います．次に，量⼦⼒学の２つの基礎概念である量⼦

状態とオブザーバブルを順番に取り上げます．そして，波動⼒学の展開と

しての定式化を実⾏します．さらに，以上の波動⼒学の⼀般論を具体的に

⾒ていくため，例を取り上げます．先に⼀般論をまとめて導⼊した後，そ

れを踏まえた上で例を挙げることになりますが，これは論理的構成を重視

したためです．⼀般論と並⾏して，時折，例を⾒ながら読み進めると良い

と思います． 

波動⼒学で１つの閉じた体系を成しているのですが，量⼦⼒学には他の

形式が３つ存在します．１９２５年，ハイゼンベルクは⾏列⼒学という量



⼦⼒学の１つの体系を創り上げていました．さらに１９２７年ディラック

は，波動⼒学と⾏列⼒学を特殊な場合として取り込んだ完全に⼀般的な体

系である変換理論を構築しました．ここに，完成した量⼦⼒学が誕⽣した

のです．その後，時代は下がりますが，１９４８年ファインマンは斬新な

着想のもとに，経路積分という新しい量⼦⼒学を創り直しました．Part3

ではこれらの理論を展開します． 

Part4 では量⼦⼒学の応⽤的な項⽬について解説します．特に，素粒⼦

論への準備として重要な内容を扱っていきます． 
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Part1 量⼦⼒学へのあゆみ 

Q01 原⼦的性質 
Q01-1 原⼦的性質 

全ての物質は元素からなり，元素とは現代的な意味で原⼦の種類である

と⾔えます．原⼦は原⼦核と電⼦から構成されていて，跳び跳びの構造を

もつことが理解されています．この跳び跳びの構造をもつことを原⼦的性

質と呼ぶことにしましょう．原⼦の多様な形態，結合により様々な物質が

構成されています．近代の原⼦論の特徴は，物質というものが連続ではな

く，跳び跳びの不連続な構造をもつことにあります． 

 

Q01-2 電⼦の発⾒ 

ガラス管の中を真空に近い状態にして，⾼電圧をかけると放電現象が起

こります．このとき⾒える線を陰極線といいますが，つぎのような特徴が

あります． 

 

１ 物体によって遮られ，影ができます． 

 

２ 負の電荷を運びます． 

 

３ 当たった物体の温度を上昇させます．（エネルギーを運びます．） 

 

４ 電場や磁場によって曲がります． 

 

この陰極線の正体は何でしょうか．１８９７年，J.J.トムソンはトムソン

の実験と呼ばれるもので，このことについて考察しました． 

 



 
 

実験装置は上図の通りです．質量 m，電荷-e の陰極線の正体となる粒⼦

を速さv଴で⼊射します．⻑さℓ，間隔 d の極板間には V の電圧がかかって

いて，電場が⽣じ，粒⼦の運動は曲げられます．極板から出た後は等速直

線運動します．図のように x ⽅向と y ⽅向をとります．まず，極板間の運

動を考えます．x ⽅向には，⼒を受けないので慣性の法則より速さv଴で等

速運動します．したがって，極板間を通過する時間は， ℓ

୴బ
であることがわ

かります．y ⽅向には，電場から⼒を受けますが，運動⽅程式より， 

 
ma୷ ൌ eE 

 

∴ ma୷ ൌ e
V
d
 

 

∴ a୷ ൌ
eV
md

 

 

となり，等加速度運動をすることがわかります．このとき，関係式， 

 
v ൌ v଴ ൅ at 

 



より， 

 

v୷ ൌ 0 ൅
eV
md

∙
ℓ
v଴

 

 

ൌ
eℓV
mv଴d

 

 

となります．また，関係式， 

 

x ൌ v଴t ൅
1
2
atଶ 

 

より，極板間での y ⽅向の移動距離yଵは， 

 

yଵ ൌ 0 ൈ
ℓ
v଴
൅
1
2
ൈ
eV
md

ൈ ሺ
ℓ
v଴
ሻଶ 

 

ൌ
eℓଶV
2mv଴

ଶd
 

 

となります．次に，極板間を出た後の運動について考えましょう．x ⽅向

の⻑さを L とすると，スクリーンに達するまでの時間は， ୐

୴బ
です．したが

って，y ⽅向の移動距離yଶは， 

 

yଶ ൌ v୷ ∙
L
v଴

 

 

ൌ
eℓV
mv଴d

∙
L
v଴

 

 



ൌ
eℓLV
mv଴

ଶd
 

 

となります．故に， 

 
y ൌ yଵ ൅ yଶ 

 

ൌ
eℓଶV
2mv଴

ଶd
൅
eℓLV
mv଴

ଶd
 

 

ൌ
eℓሺℓ ൅ 2Lሻ
2mv଴

ଶd
V 

 

ൌ
e
m
∙
ℓሺℓ ൅ 2LሻV

2dv଴
ଶ  

 

となります．ここで，y，ℓ，L，V，d，v଴に測定値を代⼊して計算すると，

陰極線の粒⼦の⽐電荷e m⁄ は， 

 
e
m
ൌ 1.75882012 ൈ 10ଵଵሾC kg⁄ ሿ 

 

であることがわかりました．（値は，現在でのもの．） 

この⽐電荷の値は，当時知られていた陽イオンである⽔素イオンの⽐電

荷に⽐べて約１８００倍の値であることがわかります．陰極線の正体の粒

⼦は，⽔素イオンと同じ質量で１８００倍の⼤きさの負電荷をもつ粒⼦か，

または，⽔素イオンと電荷の⼤きさは同じで1 1800⁄ の質量をもつ粒⼦であ

る可能性がありました．J.J.トムソンは後者をとり，その粒⼦を電⼦と名

付けたのです．（電⼦の発⾒．） 

 



Q01-3 電気素量の測定 

トムソンの実験により，電⼦の電荷の⼤きさと質量の⽐である⽐電荷は

わかったのですが，電⼦の電荷の⼤きさそのもの，あるいは電⼦の質量そ

のものは測定されていませんでした．１９０９年，ミリカンはミリカンの

実験と呼ばれるもので，電⼦の電荷の⼤きさである電気素量の測定に成功

しました．実験の概要を⾒ていきましょう． 

 

 
 

微⼩な油滴を作り，それに電⼦数個を付着させます．油滴１個の質量を M，

電荷を-q とします．極板間に油滴を噴霧させ，電圧をかけない場合（図の

(a)になります．），重⼒ Mg と空気の抵抗⼒kvଵがつりあい，油滴は速さvଵで

等速運動をします．つりあいの式は， 

 
kvଵ ൌ Mg	ሺ1ሻ 

 

です．次に，極板間に電圧をかけた場合（図の(b)になります．），クーロ

ン⼒ qE，重⼒ Mg，空気の抵抗⼒kvଶがつりあい，油滴は速さvଶで等速運

動をします．つりあいの式は， 

 
qE ൌ Mg ൅ kvଶ 



 

となり， 

 
kvଶ ൌ qE െMg	ሺ2ሻ 

 

の式が成⽴します．ここで，(2)÷(1)を実⾏して，計算します． 

 
kvଶ
kvଵ

ൌ
qE െMg
Mg

 

 

∴
vଶ
vଵ
ൌ
qE
Mg

െ 1 

 

∴
qE
Mg

ൌ
vଶ
vଵ
൅ 1 

 

∴ q ൌ ሺ
vଶ
vଵ
൅ 1ሻ

Mg
E

 

 

最後の式から，油滴の電荷がわかり，それは電⼦の電荷数個分であるので，

電⼦１個の電荷の⼤きさ（これを電気素量といいます．）が把握されたの

です．電気素量 e は現在の精密な実験により，次の値になります． 

 
e ൌ 1.60217653 ൈ 10ିଵଽሾCሿ 

 

これと，電⼦の⽐電荷の値をあわせて，電⼦の質量も計算できます． 

 

m ൌ
m
e
∙ e 

 

ൌ
1

1.75882012 ൈ 10ଵଵ
ൈ 1.60217653 ൈ 10ିଵଽ 



 
ൌ 0.91093825⋯ൈ 10ିଷ଴ 

 
≅ 9.109383 ൈ 10ିଷଵሾkgሿ 

 

電⼦の発⾒，及び，電気素量の測定は，物質は跳び跳びの構造もってお

り，原⼦的性質を備えていることを確⽴しました．これらの研究は１９世

紀の終わりから２０世紀の初めにかけて⾏われ，量⼦⼒学が創始される時

代の幕開けの準備となりました． 



Q02 エネルギー量⼦ 
Q02-1 ⿊体輻射の問題 

１９世紀の終わりごろ，⿊体輻射の問題といわれるものがクローズアッ

プされていました．絶対温度を上げると，物体は光，すなわち電磁波を放

出します．このことを輻射といいます．特に，光（電磁波）を反射しない

⿊⾊の物体である⿊体といわれるものでできている箱，すなわち空洞から

の輻射を⿊体輻射といいます．実験によると，空洞内の光（電磁波）のス

ペクトル（振動数と強度の関係）は絶対温度 T のみに依存し，壁の物質，

空洞の形，または⼤きさには⼀切関係しませんでした．実験から得られた

⿊体輻射のスペクトルを説明する式として，振動数の⼩さな領域でのレイ

リー-ジーンズの公式と，振動数の⼤きな領域でのウィーンの公式と呼ば

れるものが経験式として判明していました．１９００年，プランクは２つ

の公式を繋ぐ式として，次のプランクの公式を発⾒しました． 

 

Uሺν, Tሻ ൌ
8πkα
cଷ

∙
νଷ

exp
αν
T െ 1

dν 

 

ここで，U は輻射の強度，k はボルツマン定数，c は光速，νは輻射の振動

数です．また，αは実験に合うように決定する定数になります．プランク

の公式は全エネルギー領域に適⽤できて，レイリー-ジーンズの公式とウ

ィーンの公式を極限として含むことが確かめられています．ここまでの話

で終われば，プランクの公式の発⾒は単なる偶然に過ぎなかったかも知れ

ません．この公式が成⽴する理由をプランクは徹底して追求しました．そ

のストーリーを次の Section で⾒ていきましょう． 

 



Q02-2 エネルギー量⼦の発⾒ 

プランクの公式を理論的に導出することを，プランクは試みました．統

計⼒学のボルツマン分布より，エネルギーE の状態にある確率は，

exp	ሺെβEሻに⽐例することが分かっています．ここで，β ≡
ଵ

୩୘
です．当時の

常識により，エネルギーは連続量であるとすると，その平均値は次のよう

に計算されます． 

 

〈E〉 ൌ
׬ E
ஶ
଴ expሺെβEሻ dE

׬ exp
ஶ
଴

ሺെβEሻdE
 

 

ൌ െ
d
dβ
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଴
ሺെβEሻdEሽ 

 

ൌ െ
d
dβ

log	ሾെ
1
β
expሺെβEሻሿ଴

ஶ 

 

ൌ െ
d
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log
1
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ൌ
1
β
 

 
ൌ kT 

 

最後の式はエネルギー分配則であり，プランクの公式は導出されません．

この間違った結論を導く議論の根本的な⽋陥として，プランクはエネルギ

ーが連続であるという，それまで当然のことと考えられていたことに問題

があるのではないかと思い⾄りました．そして，エネルギーは跳び跳びの

値をとる不連続量であるとするエネルギー量⼦仮説を思いついたのです．

すなわち，エネルギーE を， 



 
E ൌ nhν	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

と仮定してみたのです．（エネルギー素量としては， 

 
E ൌ hν 

 

で与えられます．これをエネルギー量⼦と呼ぶことにします．）ここで，h

はプランク定数と呼ばれるようになったものです．このとき，エネルギー

の平均値の計算は，次のように，積分が無限級数の和に置き換えられます．

すなわち， 

 

〈E〉 ൌ
∑ nஶ
୬ୀ଴ hνexp	ሺെβnhνሻ
∑ expஶ
୬ୀ଴ ሺെβnhνሻ

 

 

と表されます．この式の右辺を計算します． 

 

෍exp

ஶ

୬ୀ଴

ሺെβnhνሻ ൌ
1

1 െ exp	ሺെβhνሻ
 

 

ൌ
exp	ሺβhνሻ

expሺβhνሻ െ 1
 

 

෍n

ஶ

୬ୀ଴

hν ∙ expሺെβnhνሻ ൌ െ
d
dβ

ሼ෍exp

ஶ

୬ୀ଴

ሺെβnhνሻሽ 

 

ൌ െ
d
dβ

ሼ
expሺβhνሻ

expሺβhνሻ െ 1
ሽ 

 



ൌ െ
hν ∙ expሺβhνሻ ሼexpሺβhνሻ െ 1ሽ െ expሺβhνሻ ሼhν ∙ expሺβhνሻሽ

ሼexpሺβhνሻ െ 1ሽଶ
 

 

ൌ
hν ∙ exp	ሺβhνሻ
ሼexpሺβhνሻ െ 1ሽଶ

 

 

したがって，１つの振動数νの状態について，エネルギーE の平均値は， 

 

〈E〉 ൌ

hν ∙ exp	ሺβhνሻ
ሼexpሺβhνሻ െ 1ሽଶ

exp	ሺβhνሻ
expሺβhνሻ െ 1

 

 

ൌ
hν

expሺβhνሻ െ 1
	ሺ1ሻ 

 

となります． 

次に，νとν+dνの間に振動数をもつ固有状態の数を求めてみましょう．

⻑さ L の１次元定常波の波⻑λは，１次元弦の定常波と同様に， 

 

λ ൌ
2L
n
	ሺn ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

で与えられます．定常波の個数 n を固有状態の数，あるいは簡単に状態数

と呼ぶことにします．このとき，固有振動数は， 

 

ν୬ ൌ
c
λ
 

 

ൌ
cn
2L

 

 

となるので，状態数 n は， 



 

n ൌ
2Lν୬
c

 

 

と表されます．ここで，３次元に拡張しましょう．⿊体を⼀辺 L の⽴⽅体

とし，辺に沿って xyz 軸をとります．このとき，⿊体の中には定常波がで

きていますが，xyz ⽅向へのそれぞれの波⻑は次のように表されます． 

 

λ୶ ൌ
2L
n୶
	ሺn୶ ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

λ୷ ൌ
2L
n୷
	ሺn୷ ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

λ୸ ൌ
2L
n୸
	ሺn୸ ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

ここで， 

 

λ ൌ ටλ୶ଶ ൅ λ୷ଶ ൅ λ୸ଶ 

 

の関係があります．よって， 

 

λ ൌ ඨሺ
2L
n୶
ሻଶ ൅ ሺ

2L
n୷
ሻଶ ൅ ሺ

2L
n୸
ሻଶ 

 

ൌ
2L

ටn୶ଶ ൅ n୷ଶ ൅ n୸ଶ
 

 



となります．状態数は，ሺn୶, n୷, n୸ሻの組み合わせで数えられます．ここで，

３次元空間で直交座標系をとり，ሺn୶, n୷, n୸ሻの集まりからなる格⼦を考え

ます．この座標系で，原点からの距離が r と r+Δr の間にある条件， 

 

r ൏ ටn୶ଶ ൅ n୷ଶ ൅ n୸ଶ ൏ ݎ ൅  ݎ∆

 

にかなう格⼦点の数は，r>>1 である限り，半径 r 及び r+Δr の球⾯で限

られた球殻のଵ

଼
の象限にある部分の体積にほぼ等しくなります．この体積は， 

 
1
8
4πrଶ∆r 

 

です．これが，原点からの距離が r と r+Δr の間にある条件にかなう状態

数になります．ここで， 

 

λ ൌ
2L

ටn୶ଶ ൅ n୷ଶ ൅ n୸ଶ
 

 

ൌ
2L
r

 

 

∴ r ൌ
2L
λ

 

 

∴ ∆r ൌ െ
2L
λଶ
∆λ 

 

となります．したがって，原点からの距離が r と r+Δr の間にある条件に

かなう格⼦点の数は， 



 
1
8
4πrଶ∆r ൌ

1
2
πሺ
2L
λ
ሻଶሺെ

2L
λଶ
∆λሻ 

 

ൌ
4πLଷ

λସ
ሺെ∆λሻ 

 

となります．さらに，関係式 c=νλより， 

 

λ ൌ
c
ν
 

 

∴ ∆λ ൌ െ
c
νଶ
∆ν 

 

です．上記の格⼦点の数，すなわち状態数は， 

 
4πLଷ

λସ
ሺെ∆λሻ ൌ

4πLଷ

ሺ
c
νሻ

ସ
ሺ
c
νଶ
∆νሻ 

 

ൌ
4πV
cଷ

νଶΔν 

 

となります．（V ≡ Lଷは⿊体の体積です．）ここで，電磁波は横波であるの

で，偏りは２種類あることに注意します．すなわち，状態数を２倍します．

故に，νとν+dνの間に固有振動数をもつ単位体積当たりの状態数は， 

 
8π
cଷ
νଶdν	ሺ2ሻ 

 

と求められます． 

輻射の強度は⼀つのνに対するエネルギーの平均値(1)式に，状態数(2)



式を掛け合わせたものになります． 

 

Uሺν, Tሻ ൌ
hν

expሺβhνሻ െ 1
∙
8π
cଷ
νଶdν	 

 

ൌ
8πh
cଷ

∙
νଷ

exp ቀ
hν
kTቁ െ 1

dν 

 

よって，プランクの公式， 

 

Uሺν, Tሻ ൌ
8πkα
cଷ

∙
νଷ

exp
αν
T െ 1

dν 

 

が導出することができました．ただし， 

 

α ൌ
h
k
 

 

であることがわかります．以上の導出の核⼼は⾔うまでもなく，エネルギ

ー量⼦仮説です． 

プランクのエネルギー量⼦仮説により，連続な値をとるものとされてい

たエネルギーが，不連続な値をとることが判明しました．物質が原⼦的性

質，つまり，跳び跳びの構造をもつことがわかったことに続いて，エネル

ギーもが跳び跳びの性質をもつことが理解されるようになったのです．こ

の事実は１９世紀の最後の年，１９００年に発⾒されました．そして，そ

れは２０世紀の量⼦⼒学の成⽴へと繋がっていくのです．上記の h はプラ

ンク定数でしたが，現在の精密な測定により次の値であることがわかって

います． 



 
h ൌ 6.6260693 ൈ 10ିଷସሾJ ∙ sሿ 



Q03 光と物質の⼆重性 
Q03-1 光の⼆重性 

光とは何だろうか？この問題については，古くから論争が続いていまし

た．⼒学を創ったニュートンは，光は粒⼦であるとし，様々な現象を説明

しました．それに対して，ホイヘンスは光の波動説を唱え，ニュートンの

粒⼦説と対⽴しました．その後，１９世紀の初めにヤングにより，⼆重ス

リットの実験が⾏われ，光が⼲渉することが判明しました．⼲渉は波動で

しか起こらない現象であり，波動説が有利な⽴場になりました．さらに，

マクスウェル電磁気学が確⽴して，光は電磁波の⼀種であることが理解さ

れ，光が波動であることは疑いのないものとされました． 

光の波動説が定説となり，しばらくした後，１９世紀の終わりに光電効

果という現象が発⾒されました．これは紫外線や⻘⾊の光など，振動数の

⼤きい電磁波を⾦属の表⾯に当てると，電⼦が跳び出す現象です．実験を

繰り返し，次のような特徴を⾒出すことができました． 

 

１ 当てる電磁波の振動数が⼤きい程，跳び出す電⼦の運動エネルギー

は⼤きくなります．反対に電磁波の振動数が⼩さくなると，跳び出す電

⼦の運動エネルギーが⼩さくなり，やがて電⼦は跳び出さなくなります．

振動数が⼩さいと，電磁波の振幅を⼤きくしても電⼦は跳び出しません． 

 

２ 当てる電磁波の振幅を増加させても，跳び出す電⼦の運動エネルギ

ーには影響を与えません．ただし，跳び出す電⼦の個数が増えます． 

 

これらの特徴について，光が波動であると考えると全く説明がつきません．

つまり，当てる電磁波の振動数によって跳び出す電⼦の運動エネルギーが

変わるなら，電⼦を跳び出させた電磁波のもつエネルギーが変化したこと



になります．しかし，波動のエネルギーは，振動数だけでなく振幅にも関

係してきます．振幅の⼤きな波動程⼤きなエネルギーをもつという特徴が

あるので，振幅を⼤きくすると跳び出す電⼦の運動エネルギーは⼤きくな

るはずです．（特徴２と⽭盾しています．）特に，光の振動数を⼩さくして

も振幅を⼤きくしてやれば，電⼦は跳び出してくるはずです．（特徴１と

⽭盾しています．） 

このような状況の中で，１９０５年，アインシュタインはプランクのエ

ネルギー量⼦仮説に基づき，光量⼦仮説を発表しました．（ちなみに，１

９０５年，特許局の事務員だったアインシュタインは特殊相対性理論，ブ

ラウン運動の理論も発表しています．この年は奇跡の年と呼ばれていま

す．）この理論の中で，アインシュタインは振動数がνの電磁波は hνのエ

ネルギーをもった粒⼦の集まりであると仮定し，その粒⼦を光量⼦（光⼦

ともいいます．）と呼びました．特に，光量⼦のエネルギーは振動数のみ

に依存し，振幅とは無関係であるとしました．この仮説により，光電効果

は次のように説明されます．振動数の⼤きな電磁波は，エネルギーhνが⼤

きな光量⼦の集団になります．そのエネルギーの⼤きな光量⼦を⾦属の表

⾯にぶつけると，⾦属と電⼦の結合が切れて電⼦が跳び出してくるのです．

振動数νが⼤きい程，光量⼦のエネルギーhνが⼤きいので，電⼦は勢いよ

く跳び出すことになります．逆にある⼀定の振動数以下になると，⾦属と

電⼦の結合を切るだけのエネルギー（これを仕事関数 W と⾔います．）を

光量⼦がもてないため，電⼦は跳び出せなくなります．跳び出した電⼦１

個の運動エネルギーの最⼤値ଵ

ଶ
mvଶは，光量⼦１個のエネルギーhνと次の

関係にあります． 

 
1
2
mvଶ ൌ hν െW 

 



つまり，光量⼦１個で１個の電⼦を叩き出しますが，光量⼦１個のエネル

ギーのうち⼀部を，電⼦を剥ぎ取るために仕事関数 W として使い，残り

のエネルギーを電⼦の運動エネルギーに使うということになります．また，

電磁波の振幅が⼤きくなるということは，電磁波の強度が増すことに相当

します．このとき光量⼦の個数が増えると考えることができます．当てる

電磁波の振幅が⼤きくなっても，光量⼦⼀つ⼀つのエネルギーは変化しま

せんが，光量⼦の個数が増えるので，それだけ跳び出す電⼦の個数が増加

することになります．このようにアインシュタインは光量⼦仮説によって

光電効果を完全に説明して，光の粒⼦説を復活させました． 

アインシュタインが光⼦のエネルギーE をプランクのエネルギー量⼦仮

説により， 

 
E ൌ hν 

 

としたことは，上で述べた通りです．ここで，粒⼦である光⼦の運動量の

⼤きさを表す式を導いてみましょう．特殊相対性理論より， 

 
Eଶ ൌ cଶpଶ ൅ mଶcସ 

 

という関係式が成⽴しました．光⼦の場合，質量 m=0 であるので，その

運動量の⼤きさ p は，次のように表されます． 

 

p ൌ
E
c
 

 

ൌ
hν
νλ

 

 



∴ p ൌ
h
λ
 

 

粒⼦について，エネルギーと運動量の⼤きさに関するこれら２つの関係式

をアインシュタインの関係式といいます． 

光と同じ電磁波の⼀種であるX線は，ブラッグの実験というものにより，

波動性をもつことが確認されていました．１９２３年，コンプトンはコン

プトン効果と呼ばれる実験により，X 線が粒⼦性を併せ持つことを確認し

ました．それでは，コンプトン効果について⾒ていくことにしましょう．

この実験は X 線をターゲットとなる物質に⼊射すると，X 線が散乱される

という簡単なものです．次の２つの特徴があります． 

 

１ 散乱された X 線の中には，⼊射した X 線の波⻑よりも⻑い波⻑のも

のが混ざります． 

 

２ 散乱⾓が⼤きくなる程，散乱された X 線の波⻑が⻑くなります． 

 

この特徴を，X 線がアインシュタインの関係式を満たす粒⼦であると考え

て，以下のように説明してみましょう． 

 



 
 

この実験は，図のように，⼊射 X 線の光⼦と試料中の電⼦との２次元の完

全弾性散乱です．このとき，x ⽅向と y ⽅向についての運動量保存則より， 

 
h
λ
ൌ
h
λᇱ
cos θ ൅ mv ∙ cosϕ	ሺ1ሻ 

 

0 ൌ
h
λᇱ
sin θ െ mv ∙ sinϕ	ሺ2ሻ 

 

が成⽴します．また，エネルギー保存則より， 

 
hc
λ
ൌ
hc
λᇱ
൅
1
2
mvଶ	ሺ3ሻ 



 

が成り⽴ちます．以上の３つの式を連⽴して解いてみます．(1)式より， 

 

mv ∙ cosϕ ൌ
h
λ
െ
h
λᇱ
cos θ 

 

∴ cosϕ ൌ
h
mv

ሺ
1
λ
െ
1
λᇱ
cos θሻ 

 

となります．(2)式より， 

 

mv ∙ sinϕ ൌ
h
λᇱ
sin θ 

 

∴ sinϕ ൌ
h
mv

∙
sin θ
λᇱ

 

 

となります．ここで，公式， 

 
cosଶϕ ൅ sinଶϕ ൌ 1 

 

を使い，以下のように計算します． 

 
hଶ

mଶvଶ
ሺ
1
λ
െ
1
λᇱ
cos θሻଶ ൅

hଶ

mଶvଶ
sinଶθ
λᇱଶ

ൌ 1 

 

∴
hଶ

mଶvଶ
൬
1
λଶ
െ

2
λλᇱ

cos θ ൅
1
λᇱଶ

cosଶθ ൅
1
λᇱଶ

sinଶθ൰ ൌ 1 

 

∴ mଶvଶ ൌ hଶሼ
1
λଶ
െ

2
λλᇱ

cos θ ൅
1
λᇱଶ

ሺcosଶθ ൅ sinଶθሽ 

 



∴ mଶvଶ ൌ hଶሺ
1
λଶ
െ

2
λλᇱ

cos θ ൅
1
λᇱଶ
ሻ	ሺ4ሻ 

 

ここで，(3)式より， 

 
1
2
mvଶ ൌ hcሺ

1
λ
െ
1
λᇱ
ሻ 

 

∴ mଶvଶ ൌ 2mhcሺ
1
λ
െ
1
λᇱ
ሻ	ሺ5ሻ 

 

となります．(4)式と(5)式より， 

 

2mhcሺ
1
λ
െ
1
λᇱ
ሻ ൌ hଶሺ

1
λଶ
െ

2
λλᇱ

cos θ ൅
1
λᇱଶ
ሻ 

 

となります．この式の両辺に， 

 
λλᇱ

h
 

 

をかけて，計算します． 

 

2mcሺλᇱ െ λሻ ൌ hሺ
λᇱ

λ
െ 2 cos θ ൅

λ
λᇱ
ሻ 

 

∴ 2mcሺλᇱ െ λሻ ൌ hሺ
λᇱ

λ
൅
λ
λᇱ
ሻ െ 2h ∙ cos θ 

 

ここで，λᇱ ≅ λのとき， 

 
λᇱ

λ
൅
λ
λᇱ
≅ 2 



 

が成⽴するので， 

 
2mcሺλᇱ െ λሻ ൌ 2h െ 2h ∙ cos θ 

 
∴ 2mcሺλᇱ െ λሻ ൌ 2hሺ1 െ cos θሻ 

 

∴ λᇱ െ λ ≅
h
mc

ሺ1 െ cos θሻ 

 

∴ λᇱ ≅ λ ൅
h
mc

ሺ1 െ cos θሻ 

 

となります．最後の式は，コンプトン効果の２つの特徴をよく表していま

す．つまり，X 線の粒⼦性が確認されたのです． 

以上のように，光（電磁波）は粒⼦としての性質をもつことが確認され

ました．しかし，従来の波動としての様々な現象が存在することも事実で

す．光（電磁波）は波動として振る舞うときと，粒⼦として振る舞うとき

があるらしいことが判明してきたのです．このような波動性と粒⼦性の２

つの性質を併せ持つことを，光（電磁波）の⼆重性と呼ぶことにします．

光（電磁波）の⼆重性はミクロ世界の著しい特徴になっています． 

 

Q03-2 物質の⼆重性 

光（電磁波）の⼆重性が明らかになってきた頃，１９２３年にド・ブロ

イは，光に⼆重性があるのならば，粒⼦であるはずの電⼦にも波動性があ

るのではないかと考えました．電⼦が粒⼦であることは疑いのないものと

されていましたが，その電⼦に波動性があるのではないかと思い付いたの

は，⼆重性こそがミクロ世界の本質であることをド・ブロイが⾒抜いたの

ではないかと推測されます．その後，電⼦線回折の実験等，電⼦の波動性



を確認する実験が⾏われました．物質（電⼦，陽⼦，中性⼦等）は粒⼦性

と波動性の⼆重性を併せ持つことが理解されるようになったのです．物質

（電⼦，陽⼦，中性⼦等）の波動のことをド・ブロイ波，または物質波と

いいます． 

光⼦の場合，エネルギーE と運動量の⼤きさ p は，次の２つの式のよう

に与えられることが，アインシュタインによって理解されましたね． 

 
E ൌ hν 

 

p ൌ
h
λ
 

 

ド・ブロイはこれらの関係式が電⼦の場合もそのまま成⽴すると考えまし

た．この２つの式は，物質（電⼦，陽⼦，中性⼦等）については，ド・ブ

ロイの関係式といいます． 

 

Q03-3 量⼦ 

光（電磁波）と物質（電⼦，陽⼦，中性⼦等）は⼆重性を併せ持つこと

が明らかになってきました．ここで，ミクロ世界において，⼆重性をもつ

ものを量⼦と名付けることにしましょう．光⼦，電⼦，陽⼦，中性⼦等は

量⼦になります．また，素粒⼦論でのクォークやレプトンも量⼦であると

いえます．いままでの議論から，量⼦については次の２つの式からなるア

インシュタイン-ド・ブロイの関係式が成⽴することが理解されます． 

 
E ൌ hν 

 

p ൌ
h
λ
 

 



これら２つの式を変形しておきましょう． 

 

E ൌ
h
2π

2πν 

 

p ൌ
h
2π

2π
λ

 

 

となりますが，ここで， 

 

԰ ≡
h
2π

 

 

とおくと， 

 
E ൌ ԰ω 

 
p ൌ ԰k 

 

となります．ただし，ωは⾓振動数，k は波数です．これら２式もアイン

シュタイン-ド・ブロイの関係式といいます．これらの関係式の左辺はエ

ネルギーや運動量の⼤きさといった量⼦の粒⼦性に関係する量を含んで

います．アインシュタイン-ド・ブロイの関係式は量⼦の⼆重性を関係付

ける式として理解されるのです． 

 

Q03-4 ⼆重性の本質 

以上のように，２０世紀の初め，光と物質の⼆重性が確認されましたが，

最初はその本質が理解されませんでした．⼆重性はミクロ世界独特の特徴

であって，常識的な従来の概念とは相いれないものであることが，その理



由となっていました．１９１０年代から１９２０年代の初めにかけての過

渡的な理論を前期量⼦論といいます．その理論の⽴場では，⼀週間のうち，

⽉，⽔，⾦の３⽇間は光や物質を波動と考え，⽕，⽊，⼟の３⽇間は光や

物質を粒⼦と考えるというようにたとえられました．つまり，ある現象に

対しては波動，別の現象に対しては粒⼦と考え分けて対応していたのです．

しかし，このような理論が本物の理論であるとは到底考えられません．そ

の後，１９２０年代半ばから１９３０年代にかけて満⾜のいく理論が確⽴

しました．複数の物理学者達が創り上げた理論こそが量⼦⼒学と呼ばれる

ものです．その理論の内容を Part2 以降⾒ていくことにしましょう．その

前に，次の Chapter では原⼦の構造，特にボーアの前期量⼦論について取

り扱っておきましょう． 



Q04 原⼦構造と前期量⼦論 
Q04-1 原⼦モデルと原⼦によるα粒⼦の散乱実験 

光と物質の⼆重性が明らかになっていくのと並⾏して，原⼦内部の構造

についての研究も進められました．当時，原⼦構造のモデルは，まず，１

９０４年に J.J.トムソンによって考案されました．（原⼦的性質の Chapter

でのトムソンの実験をした物理学者と同⼀⼈物です．）それは原⼦の内部

はレーズンパンのようなものであるというモデルです．⼤きさが10ିଵ଴m程

度の正に帯電した球形の連続的な⽣地の中に，電⼦がレーズンのように散

らばっていて，全体として電気的に中性になっているという内容になって

いました． 

原⼦の構造を探るため，１９０９年，ラザフォードの指導のもとに，ガ

イガーとマースデンは，原⼦にα粒⼦を衝突させ散乱させる実験を⾏いま

した．実験の内容は，ラジウムから出るα粒⼦を薄い⾦属箔に衝突させる

というものです．実験結果を２項⽬にまとめておきます． 

 

１ ⼊射したα粒⼦の⼤部分はそのまま直進して散乱されません． 

 

２ ごく少数のα粒⼦だけ，90°を越え，180°近くの⼤きな散乱⾓をも

っています． 

 

トムソンのモデルでは，２番⽬の特徴を説明することができません．ラザ

フォードは，原⼦の中⼼に正に帯電した原⼦核というものを考え，その周

りに電⼦が回っているというモデルを提唱しました．このモデルによって，

ラザフォードは量⼦論以前の古典論により理論を展開し，実験結果の２つ

の特徴を⾒事に説明しました．（１９１１年．） 

 



Q04-2 ⽔素原⼦のスペクトル 

⽔素の気体をいれた放電管からでる光を，プリズムのような分光器にか

けると，波⻑の違いによってできる跳び跳びの輝線である線スペクトルが

みられます．１８９０年，線スペクトルの波⻑λを表す⼀般式は，リュー

ドベリによって発⾒されました．その式は， 

 
1
λ
ൌ Rሺ

1
ℓଶ
െ
1
kଶ
ሻ 

 

と表されます．これをリュードベリの公式といいます．ここで，R はリュ

ードベリ定数といい， 

 
R ൌ 1.097 ൈ 10଻ሾ1 m⁄ ሿ 

 

であることが測定されました．また，ℓと k は⾃然数で， 

 
ℓ ൌ 1,2,3,⋯ 

 
k ൌ ℓ ൅ 1, ℓ ൅ 2, ℓ ൅ 3,⋯ 

 

の関係を満たす線スペクトルが観測されました．（ℓと k の意味は実験結

果を忠実に再現するという事実以上のことは理解されていませんでした．

次の Section のボーアの理論で初めて理解されるのです．）リュードベリ

の公式は実験結果を再現する式ですが，経験式であって，当時あった法則

から導出されたものではありませんでした．その後，⽔素原⼦の構造を研

究し，リュードベリの公式を導出したのがボーアです．スペクトルには⽔

素原⼦の構造に関する暗号のような情報が含まれていたのです． 

 



Q04-3 ボーアの前期量⼦論 

前述したように，１９１１年，ラザフォードは原⼦核の存在を実験によ

って明らかにしました．それに注⽬したボーアは，１９１３年に最も簡単

な構造をもつ原⼦である⽔素原⼦の構造として，１個の原⼦核の周りの円

軌道を軽い１個の電⼦が回り続けるという原⼦構造のモデルを考えて理

論を展開しました．この理論は前 Section のリュードベリの公式を導き，

その意味を明らかにするものとなりました． 

電磁気学によれば，電⼦のような電荷をもった粒⼦が円運動をすると，

その回転数に等しい振動数の電磁波が放出され，電⼦はエネルギーを失っ

て原⼦核に落ち込んでしまうことになります．この困難を克服すべく，ボ

ーアは次の量⼦条件と呼ばれる仮定をしました． 

 

電⼦の運動量の⼤きさと円周の⻑さとの積が，プランク定数 h の定数倍

に等しいときだけ，電⼦は安定な状態になります． 

 

この条件を式で表現すると， 

 
mv ൈ 2πr ൌ nh	ሺn ൌ 1,2,3,⋯ ሻ	ሺ3ሻ 

 

となります．ここで，m は電⼦の質量，v は電⼦の運動の速さ，r は軌道

半径です．あるいは，p を電⼦の運動量の⼤きさ，q を座標変数として， 

 

රpdq ൌ nh	ሺn ൌ 1,2,3,⋯ ሻ 

 

とすることもできます．ただし，積分は電⼦の軌道に沿って１周するもの

とします．量⼦条件を満たす特別な状態を定常状態といい，定常状態にお



ける電⼦のエネルギーをエネルギー順位といいます．ここで，量⼦条件の

物理的意味について考えておきましょう．(3)式は次のように変形されま

す． 

 

2πr ൌ n
h
mv

 

 

ൌ n
h
p
 

 

ここで，アインシュタイン-ド・ブロイの関係式， 

 

p ൌ
h
λ
 

 

より， 

 
2πr ൌ nλ 

 

となります．ただし，λはド・ブロイ波の波⻑を表します．この式は， 

 

（円周の⻑さ）＝（整数）×（ド・ブロイ波の波⻑） 

 

となっています．すなわち，ド・ブロイ波が電⼦の軌道上で，定常波を形

成する条件を表しています．実はボーアの理論が考えられた当時，まだ

ド・ブロイの物質波の理論は存在しませんでした．量⼦条件の意味は後に

なってから理解されたのです．例として，n=2 のときの定常波の様⼦を⽰

しておきます． 

 



 
 

電⼦は原⼦核の周りを等速円運動しています．（このとき，電⼦を粒⼦

と考えていますが，状況に応じて電⼦を波動と考えたり，粒⼦と考えたり

することは，電⼦の⼆重性によるものです．）電⼦の軌道の半径を r，速さ

を v，電気素量を e とすると，円の中⼼⽅向への運動⽅程式は， 

 

m
vଶ

r
ൌ

1
4πε଴

eଶ

rଶ
	ሺ4ሻ 

 

となります．円の中⼼⽅向にはクーロン⼒が働いていて，これが向⼼⼒の

役⽬をしています．ここで，量⼦条件(3)式より， 

 

v ൌ
nh

2πmr
	ሺ5ሻ 

 

となります．(5)式を(4)式に代⼊して計算します． 

 
m
r
ሺ
nh

2πmr
ሻଶ ൌ

1
4πε଴

eଶ

rଶ
 

 

∴ ሺ
h
2π
ሻଶ
nଶ

m
ൌ

1
4πε଴

eଶr 



 

∴ r୬ ൌ
ε଴hଶ

π
∙
nଶ

meଶ
	ሺn ൌ 1,2,3,⋯ ሻ	ሺ6ሻ 

 

(6)式は，電⼦の軌道半径が跳び跳びの値をとり，⾃然数 n は内側の軌道

から何番⽬かを⽰す数となることを⽰しています．r୬は n 番⽬の軌道の半

径を⽰します． 

次に定常状態のエネルギーE を求めましょう．E は電⼦の運動エネルギ

ーとクーロン⼒によるポテンシャルの和であるので， 

 

E ൌ
1
2
mvଶ െ

1
4πε଴

eଶ

r୬
 

 

ですが，(4)式より， 

 

E ൌ
1
2

1
4πε଴

eଶ

r୬
െ

1
4πε଴

eଶ

r୬
 

 

ൌ െ
1

8πε଴

eଶ

r୬
 

 

と計算されます．この式に(6)式を代⼊して計算すると， 

 

E ൌ െ
eଶ

8πε଴

π
ε଴hଶ

meଶ

nଶ
 

 

∴ E୬ ൌ െ
meସ

8ε଴
ଶhଶ

∙
1
nଶ
	ሺn ൌ 1,2,3,⋯ ሻ	ሺ7ሻ 

 

となります．E୬は内側から n 番⽬の軌道のエネルギーを意味し，エネルギ



ー準位といいます．軌道が外側になるほどエネルギーは⾼くなることに注

意して下さい．ここで，ボーアは次の第２の条件を置きました．すなわち，

振動数条件として， 

 

n=k から n=ℓの定常状態に移るとき，エネルギーの差E୩ െ Eℓと同じエ

ネルギーの光⼦が１個放出されます． 

 

と仮定しました．外側から内側に電⼦が落ち込んだ時，余ったエネルギー

が光⼦のエネルギーに変化すると考えたのです． 

 

 
 

振動数条件を式で表せば， 

 
hν ൌ E୩ െ Eℓ 

 

となります．この式に(7)式を代⼊して計算します． 

 

h
c
λ
ൌ െ

meସ

8ε଴
ଶhଶ

ሺ
1
kଶ
െ
1
ℓଶ
ሻ 

 



∴
1
λ
ൌ

meସ

8ε଴
ଶchଷ

ሺ
1
ℓଶ
െ
1
kଶ
ሻ 

 

最後の式はリュードベリの公式を再現したものになっています．確かに右

辺の分数になっている係数を計算すると， 

 
meସ

8ε଴
ଶchଷ

ൌ
9.109 ൈ 10ିଷଵ ൈ ሺ1.602 ൈ 10ିଵଽሻସ

8 ൈ ሺ8.854 ൈ 10ିଵଶሻଶ ൈ 2.998 ൈ 10଼ ൈ ሺ6.626 ൈ 10ିଷସሻଷ
 

 

ൌ
9.109 ൈ 1.602ସ

8 ൈ 8.854ଶ ൈ 2.998 ൈ 6.626ଷ
ൈ

10ିଷଵି଻଺

10ିଶସା଼ିଵ଴ଶ
 

 

≅
60.00
547000

ൈ 10ଵଵ 

 
≅ 0.0001097 ൈ 10ଵଵ 

 
ൌ 1.097 ൈ 10଻ሾ1 m⁄ ሿ 

 

となり，完全にリュードベリ定数と⼀致します．また，⾃然数ℓや k は電

⼦の軌道の内側から数えて何番⽬かを表すという意味があることも理解

されました． 

１９１３年にボーアは，このようにリュードベリの公式を導くことに成

功し，⼀段と⾼いレベルの理論を形成することができました．しかし，量

⼦条件と振動数条件という天下りの仮定をしている点，⼆重性の本質につ

いて踏み込んだ議論をしていない点で不満が残ります．その後，１９２０

年代半ばに量⼦⼒学という真の理論が誕⽣しました．⽔素原⼦の構造につ

いても，量⼦⼒学の基礎⽅程式であるシュレディンガー⽅程式から解明す

ることができるのです．このことについては，例４（中⼼⼒場内の粒⼦）

の Chapter で明らかにしましょう．量⼦⼒学が完成した後，ボーアの理論



は前期量⼦論として，過渡的な理論としての意義をもつようになったので

す． 



Part2 波動⼒学の成⽴ 

Q05 不確定性原理 
Q05-1 量⼦⼒学について 

この Chapter から完成された量⼦⼒学について考えていくことにしま

す．光と物質の⼆重性の問題や前期量⼦論の不完全性を乗り越えて創造さ

れた，真の理論としての量⼦⼒学の概念と原理，さらに理論体系を導⼊し

ていくことにします． 

量⼦⼒学の理論について，⼤まかな流れを触れておくことにします．

ド・ブロイの物質波の着想のもとに，１９２６年，シュレディンガーが創

った理論体系を波動⼒学といいます．⼀⽅，その１年前の１９２５年，ハ

イゼンベルクは別の体系である⾏列⼒学を創始していました．その当時，

この２つの物理体系は，計算⽅法は異なりますが，いつも同じ結果を出す

ことがわかってきました．そこで，シュレディンガーは２つの理論を分析

し，両者の同等性を証明しました．さらにディラックは，この２つの理論

を特殊な場合として取り込んでいる完全に⼀般的な体系を構築しました．

これを変換理論といいます．（１９２７年）ここに，完成した量⼦⼒学が

誕⽣したのです．その後，時代は下がりますが，ファインマンは斬新な着

想のもとに，新しい量⼦⼒学を創り上げました．これを経路積分といいま

す．（１９４８年）これから量⼦⼒学１では，波動⼒学について詳しく取

り扱うことにします．というのも，波動⼒学の理論が最も理解し易いから

です．残りの３つの理論については量⼦⼒学２で⾒ていくことにします． 

ここで，物理学の分類に関する⾔葉の定義を確認しておきましょう．ニ

ュートン⼒学やマクスウェル電磁気学等，量⼦⼒学以前の理論を古典論と

いいます．相対性理論は２０世紀になってから創始された理論であり，現

代物理学に属しますが，量⼦⼒学による理論以前の物理学ですので古典論

の範疇に属します．（古典物理学と古典論の違いに注意して下さい．）特に，



量⼦⼒学以降の物理理論は量⼦論と総称することにします．（量⼦論とい

う⾔葉と古典論という⾔葉は対⽴する関係にあります．）場の量⼦論や弦

理論は量⼦論になります． 

 

Q05-2 不確定性原理 

ニュートン⼒学においては，野球のボールや天体等，その運動において

位置と運動量を厳密に，しかも同時に決定することができました．この事

実はミクロな世界においては，そのまま成⽴するのでしょうか？ 

この問題について，⼆重性をもつ１個の量⼦（例えば電⼦等．）の波動

（電⼦の場合はド・ブロイ波です．）で取り扱うことにしましょう．簡単

のため，１次元の場合に設定し，波動が下図のように波束をつくっている

場合を考えます． 

 

 
 

波束の広がりであるΔx が，無限⼤になれば正弦波の場合であり，Δx が微

⼩のときは波束が局在していることになります．上図の波束は，これら２

つの場合を極限として含んでいることになります．量⼦の波動の正体が何

であるかについては，まだ考えていませんが，このΔx の中に量⼦が存在

しているはずです．したがって，量⼦の位置にはΔx の幅があることにな



ります．波数k୶は⻑さ 2πの中に含まれる波の数でありましたので，Δx の

領域にある波の数は， 

 

k୶ ൈ
∆x
2π

 

 

で与えられます．ここで，Δx の領域にある波束の両端の振幅が⼩さくな

っていて，波の数を厳密に数えることができないことに注意しましょう．

このとき，波数k୶の不確定さを∆k୶とし，Δx の領域での波の数に⼤雑把に

⾒積もって，１個程度の不確定性があるとします．この場合， 

 

∆k୶ ൈ
∆x
2π

~1 

 

の関係が成⽴します．（〜は⼤体の程度が⼀致することを⽰します．）故に， 

 
∆x ∙ ∆k୶~2π 

 

となります．さらに，両辺に԰をかけて，量⼦についての関係である，ア

インシュタイン-ド・ブロイの関係式を使うと， 

 
∆x ∙ ԰∆k୶~2π԰ 

 
∴ ∆x ∙ ∆p୶~h 

 

が導かれます．（∆p୶は運動量の不確定さを表し，h はプランク定数です．）

最後の関係をハイゼンベルクの不確定性原理といいます． 

不確定性原理はミクロ世界において，位置と運動量を同時に決定するこ

とが不可能であることを意味しています．仮に，量⼦の位置を完全に正確



に決定すると，Δx=0 になります．これは，１点に局在した波束に対応し

ますが，このとき不確定性原理より，∆p୶ ൌ ∞になり，運動量の値が全く

わからなくなります．逆に，運動量を完全に正確に決定すると，∆p୶ ൌ 0に

なります．この場合は不確定性原理より，Δx=∞になり，位置がわからな

くなります．波束が無限⼤に広がっているときとは，例えば，無限に広が

っている正弦波等が対応します．不確定性原理は量⼦⼒学においては，も

はや常識が通⽤せず，古典論と決別しなければならないことを⽰している

のです． 

以上の１次元の議論を３次元に拡張します．この場合の不確定性原理は，

x ⽅向，y ⽅向，z ⽅向をとり，次のように表すことができます． 

 

ቐ
∆x ∙ ∆p୶~h
∆y ∙ ∆p୷~h
∆z ∙ ∆p୸~h

 



Q06 シュレディンガー⽅程式 
Q06-1 １次元⾃由粒⼦のシュレディンガー⽅程式 

電⼦の波動，つまりド・ブロイ波の正体が何かはわかっていません．し

かし，波動である限り，波動についての⼀般量ψが存在するはずです．（古

典論の場合，ψの例としては，⽔波の場合の変位であったり，⾳波の場合

の密度であったり，電磁波の場合の電場や磁場であったりします．）この

ド・ブロイ波のψの満たす⽅程式を導出してみましょう．簡単のため，x

⽅向のみの１次元の場合を考えます．ψの関数形は種々あるでしょうが，

次の正弦波の場合を取り上げます． 

 
ψሺt, xሻ ൌ A sinሺωt െ k୶xሻ 

 

A は振幅，ωは⾓振動数，k୶は波数です．この最も簡単な波動である正弦

波は，最も簡単な粒⼦の運動状態である⾃由粒⼦に対応することができる

と仮定します．（この仮定が正しいことは，後で，例１（⾃由粒⼦）の

Chapter で確認されます．）ここで，アインシュタイン-ド・ブロイの関係

式， 

 

൜
E ൌ ԰ω
p୶ ൌ ԰k୶

 

 

より， 

 

ψሺt, xሻ ൌ A sin
1
԰
ሺ Et െ p୶xሻ 

 

となります．このψを１次元波動⽅程式， 

 



1
vଶ
∂ଶψ
∂tଶ

ൌ
∂ଶψ
∂xଶ

 

 

に代⼊してみましょう． 

 

൞

∂ψ
∂t

ൌ A
E
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ

∂ψ
∂x

ൌ െA
p୶
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶ሻ

 

 

∴

ە
۔

ۓ
∂ଶψ
∂tଶ

ൌ െA
Eଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ

∂ଶψ
∂xଶ

ൌ െA
p୶ଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ

 

 

より， 

 
1
vଶ
ሼെA

Eଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻሽ ൌ െA

p୶ଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 
∴ Eଶ ൌ vଶp୶ଶ 

 

が導かれます．しかし，この式は古典論での⾃由粒⼦に対するエネルギー

と運動量の関係である， 

 

E ൌ
1
2m

p୶ଶ 

 

には，⼀致しません． 

そこで，ψに対する波動⽅程式は，波動⼀般に成⽴する上記のものでは

なく， 

 



∂ψ
∂t

ൌ α
∂ଶψ
∂xଶ

	ሺ1ሻ 

 

のような，形をした⽅程式になると思われます．この形の⽅程式からは，

E については１次，p୶については２次の関係が出てきます．αはある定数

であり，今から決定するべきものです．もはや，ψは，最初の， 

 

ψሺt, xሻ ൌ A sin
1
԰
ሺ Et െ p୶xሻ 

 

の形では，⽅程式を満たすことができません．つまり， 

 
∂ψ
∂t

ൌ A
E
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 
∂ଶψ
∂xଶ

ൌ െA
p୶ଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

という２つの式は，任意の位相（正弦や余弦の⾓度部分）について，イコ

ールでは結ばれません．そこで， 

 

ψሺt, xሻ ൌ A cos
1
԰
ሺEt െ p୶xሻ ൅ B sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

と，置き直し，A と B を求めることにします．まず，ψを t について偏微

分します． 

 
∂ψ
∂t

ൌ െA
E
԰
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ ൅ B

E
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

次に，ψを x で２回偏微分します． 



 
∂ψ
∂x

ൌ A
p୶
԰
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ െ B

p୶
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

∴
∂ଶψ
∂xଶ

ൌ െA
p୶ଶ

԰ଶ
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ െ B

p୶ଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

ここで，(1)式より， 

 

െA
E
԰
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ ൅ B

E
԰
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ

ൌ αሼെA
p୶ଶ

԰ଶ
cos

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ െ B

p୶ଶ

԰ଶ
sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻሽ 

 

となりますが，任意の位相について，イコールが成⽴するとします．この

とき，正弦と余弦の係数を⽐較して， 

 

ە
۔

െAۓ
E
԰
ൌ െαB

p୶ଶ

԰ଶ

B
E
԰
ൌ െαA

p୶ଶ

԰ଶ

 

 

∴

ە
۔

ۓ AE ൌ αB
p୶ଶ

԰

BE ൌ െαA
p୶ଶ

԰

 

 

の関係が成⽴します．ここで，⾃由粒⼦の場合の関係， 

 

E ൌ
1
2m

p୶ଶ 

 

を使うと， 



 

൞
A ൌ

2m
԰
αB

B ൌ െ
2m
԰
αA

 

 

∴ A ൌ െሺ
2m
԰
ሻଶαଶA 

 

∴ αଶ ൌ െሺ
԰
2m

ሻଶ 

 

∴ α ൌ േ
԰
2m

i 

 

とαが求められます．さらに，B を求めると， 

 

B ൌ െ
2m
԰
ሺേ

԰
2m

iሻA 

 
ൌ ∓Ai 

 

となります．（複号同順．）この B を元のψの式に代⼊します． 

 

ψሺt, xሻ ൌ A cos
1
԰
ሺEt െ p୶xሻ ∓ A ∙ i ∙ sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻ 

 

ൌ Aሼcos
1
԰
ሺEt െ p୶xሻ ∓ i ∙ sin

1
԰
ሺEt െ p୶xሻሽ 

 

ൌ Aexpሼ∓
i
԰
ሺEt െ p୶xሻሽ 

 

この場合，複号はどちらをとっても良いです．また，A は振幅であると考



えられます．このψは確かに正弦波の形をしています．しかし，複素数の

波動になっています．古典論では，微分⽅程式の解で複素数が出てきた場

合は，ことごとく虚数部を捨て，実数部のみを現実の解とすることが常套

⼿段です．しかし，波動⼒学では，複素数そのものが実在であると考える

のです．そして，この複素数のψをシュレディンガーは波動関数と名付け

ました．波動関数はド・ブロイ波から⽣まれた概念です．概念の発展の繋

がりを⽰しておきます． 

 

ド・ブロイ波→波動関数ψ（複素数） 

 

⼀⽅，(1)式にαを代⼊します． 

 
∂ψ
∂t

ൌ േ
԰
2m

i
∂ଶψ
∂xଶ

 

 

∴ i԰
∂ψ
∂t

ൌ ∓
԰ଶ

2m
∂ଶψ
∂xଶ

 

 

となります．複号は通常の表記に従って，上の符号を採ることにします．

つまり， 

 

i԰
∂ψሺt, xሻ
∂t

ൌ െ
԰ଶ

2m
∂ଶψሺt, xሻ
∂xଶ

	ሺ2ሻ 

 

とします．また，複号で上の符号を選んだので，上記の波動関数は， 

 

ψሺt, xሻ ൌ Aexpሼെ
i
԰
ሺEt െ p୶xሻሽ 

 



∴ ψሺt, xሻ ൌ Aexpሼ
i
԰
ሺp୶x െ Etሻሽ 

 

となります．この波動関数を，(2)式に代⼊して，⾃由粒⼦に対するエネ

ルギーと運動量の関係式， 

 

E ൌ
1
2m

p୶ଶ 

 

が成⽴していることを確認しておきましょう．ψを t で１回偏微分して， 

 
∂ψ
∂t

ൌ െ
i
԰
EAexpሼ

i
԰
ሺp୶x െ Etሻሽ 

 

となります．ψを x で２回偏微分して， 

 
∂ψ
∂x

ൌ
i
԰
p୶Aexpሼ

i
԰
ሺp୶x െ Etሻሽ 

 

∴
∂ଶψ
∂xଶ

ൌ െ
p୶ଶ

԰ଶ
Aexpሼ

i
԰
ሺp୶x െ Etሻሽ 

 

となります．これらを(2)式に代⼊して計算します． 

 

i԰ሾെ
i
԰
EAexpሼ

i
԰
ሺp୶x െ Etሻሽሿ ൌ െ

԰ଶ

2m
ሾെ

p୶ଶ

԰ଶ
Aexpሼ

i
԰
ሺp୶x െ Etሻሿ 

 

∴ Eψ ൌ
1
2m

p୶ଶψ	ሺ3ሻ 

 

∴ E ൌ
1
2m

p୶ଶ 

 



と確かに導かれます．つまり，⾃由粒⼦のエネルギーと運動量の関係式を

満たす波動⽅程式(2)式が求められたことになり，当初の⽬的が達成され

ました．(2)式を⾃由粒⼦の１次元シュレディンガー⽅程式といいます． 

 

Q06-2 量⼦化 

(3)式を⾒ると，古典論の⾃由粒⼦に対するエネルギーと運動量の関係

式に波動関数がかけられていることがわかります．この式をヒントにして，

古典論から波動⼒学の⽅程式を導くことを考えましょう．(3)式から(2)式

を導く⽅法として， 

 

E → E෡ ≡ i԰
∂
∂t

 

 
1
2m

p୶ଶ → െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
 

 

の置き換えをすればよいことがわかります．（E の上にある記号ハットは，

それが演算⼦であることを⽰します．）書き直すと，運動量については， 

 

p୶ → pො୶ ≡ െi԰
∂
∂x

 

 

とすればよいです．この古典的物理量から演算⼦への置き換えを量⼦化と

いいます．ここで，⾃由粒⼦に対する，古典論から波動⼒学へ移⾏する⼿

続きをまとめておきましょう． 

 

１ 古典論での物理量の間の関係式を求めます． 

 

２ 量⼦化により古典的物理量を演算⼦に置き換え，演算⼦の間の関係



式を導きます． 

 

３ 演算⼦の関係式を波動関数に左からかけます．（演算⼦をかけるこ

とを作⽤するといいます．） 

 

⾃由粒⼦の場合を考えて，以上の⼿続きを導⼊しましたが，この⼿続きは

⼀般的に採⽤される⽅法です．量⼦化を⼿掛かりにして，⼀般の場合のシ

ュレディンガー⽅程式を求めていきましょう． 

 

Q06-3 ⼀般的なシュレディンガー⽅程式 

(2)式を⼒がはたらいている場合，つまり，ポテンシャル V(x)がある場

合について拡張しましょう．古典論では， 

 

E ൌ
1
2m

p୶ଶ ൅ Vሺxሻ 

 

の関係式があります．ここで，量⼦化， 

 

E → E෡ ≡ i԰
∂
∂t

 

 

p୶ → pො୶ ≡ െi԰
∂
∂x

 

 

を⾏い，演算⼦に置き換えます．このとき， 

 
1
2m

p୶ଶ → െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
 

 



となりました．また，ポテンシャル V(x)は位置 x の関数ですが，位置 x

の量⼦化は， 

 
x → xො ≡ x 

 

であることが知られています．つまり，位置 x については波動⼒学でも，

古典論と同様に x のままです．したがって，ポテンシャルは量⼦化されて

も V(x)のままです．すなわち，量⼦化後の演算⼦の間の関係式は， 

 

i԰
∂
∂t
ൌ െ

԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
൅ Vሺxሻ 

 

となります．この式の両辺を波動関数ψに作⽤させて， 

 

i԰
∂ψሺt, xሻ
∂t

ൌ ሼെ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
൅ Vሺxሻሽψሺt, xሻ 

 

が成⽴します．この式を１次元シュレディンガー⽅程式といいます． 

さらに，３次元に拡張します．３次元の場合，エネルギーについての古

典的関係式は， 

 

E ൌ
1
2m

൫p୶ଶ ൅ p୷ଶ ൅ p୸ଶ൯ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

です．ここで，量⼦化， 

 

E → E෡ ≡ i԰
∂
∂t

 

 

p୶ → pො୶ ≡ െi԰
∂
∂x

 



 

p୷ → pො୷ ≡ െi԰
∂
∂y

 

 

p୸ → pො୸ ≡ െi԰
∂
∂z

 

 

を⾏い，演算⼦に置き換えます．このとき， 

 
1
2m

p୶ଶ → െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
 

 
1
2m

p୷ଶ → െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂yଶ
 

 
1
2m

p୸ଶ → െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂zଶ
 

 

となります．ポテンシャルは量⼦⼒学でも変わらずVሺxሬԦሻのままです．この

とき，演算⼦の間の関係式は， 

 

i԰
∂
∂t
ൌ െ

԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

です．この式の両辺を波動関数ψに左から作⽤させて， 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻ 

 

が成⽴します．ここで，よく使⽤される記号であるナブラ∇を定義します． 

 



≡׏ ሺ
∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
ሻ 

 

∇と∇で内積をとります． 

 
ଶൌ׏ ׏ ∙  ׏

 

ൌ ሺ
∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
ሻ ∙ ሺ

∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
ሻ 

 

ൌ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂xଶ
 

 

となりますので，上記の⽅程式は次のように表されます． 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻ 

 

この⽅程式こそが波動⼒学の基礎⽅程式であるシュレディンガー⽅程式

です．ここで，以上の議論はシュレディンガー⽅程式の証明にはなってい

ないことに注意しましょう．この⽅程式が正しいことを実証する⽅法は，

様々な場合について，この微分⽅程式を解き，その結果が実験に⼀致する

ことを確認しなければなりません．⻑い年⽉の検証に耐え，シュレディン

ガー⽅程式は，ニュートン⼒学において運動⽅程式が果たした役割を，波

動⼒学において担い続けているのです． 

 

Q06-4 ハミルトニアン 

３次元におけるエネルギーについての古典的関係式， 

 



E ൌ
1
2m

൫p୶ଶ ൅ p୷ଶ ൅ p୸ଶ൯ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

は，解析⼒学ではハミルトニアン H そのものです． 

 

H ൌ
1
2m

൫p୶ଶ ൅ p୷ଶ ൅ p୸ଶ൯ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

ハミルトニアンは対象にしている物理系を記述する古典的物理量です．こ

のハミルトニアンを量⼦化して，波動⼒学での系を記述する物理量として

使⽤することができます．⼀般に，波動⼒学はハミルトニアン定式化で記

述されるのです．ハミルトニアンを量⼦化すると， 

 

H → H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ ൌ െ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

となります．このとき，シュレディンガー⽅程式は， 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ H෡ψሺt, xሬԦሻ 	ሺq06 െ 1ሻ 

 

と書き直されます． 

 

Q06-5 時間に依存しないシュレディンガー⽅程式 

波動関数の物理的な意味を考えるのは，次の Chapter で⾏いますが，波

動に関する何らかの量であることは間違いありません．波動⼀般について，

時間的に進⾏しない定常波という状態が存在しました．波動関数が定常波

を形成して，時間的に進⾏しない場合，シュレディンガー⽅程式がどのよ

うになるのかを考えてみましょう．波動関数ψが次式のように，時間だけ



の関数 T と空間だけの関数φとの積で表される場合を取り扱います． 

 
ψሺt, xሬԦሻ ൌ TሺtሻϕሺxሬԦሻ 

 

このとき，関数φは時間に依存しません．この式をシュレディンガー⽅程

式(q06-1)に代⼊します． 

 

i԰
dTሺtሻ

dt
ϕሺxሬԦሻ ൌ TሺtሻH෡ϕሺxሬԦሻ 

 

両辺をTሺtሻϕሺxሬԦሻで割ると， 

 

i԰

dTሺtሻ
dt
Tሺtሻ

ൌ
H෡ϕሺxሬԦሻ
ϕሺxሬԦሻ

 

 

となります．この等式において，左辺は t だけの関数であり，右辺はxሬԦだけ

の関数です．これらが恒等的に等しくなるためには定数にならなければな

りません．この定数を E とおきます．このとき， 

 

i԰
dTሺtሻ

dt
ൌ ETሺtሻ 

 

H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ 	ሺq06 െ 2ሻ 
 

の２式が得られます．(q06-2)式の左辺はφにハミルトニアンがかかって

います．したがって，右辺の E はエネルギーと考えられます．また，第１

式を解くと， 

 



dT
T
ൌ െi

E
԰
dt 

 

∴ න
dT
T
ൌ െi

E
԰
නdt 

 

∴ log|T| ൌ െi
E
԰
t ൅ const 

 

∴ |T| ൌ exp	ሺെi
E
԰
t ൅ constሻ 

 

ൌ const ∙ exp	ሺെi
E
԰
tሻ 

 

となります．ただし，最後の式は const を置き直しました．故に， 

 

T ൌ േconst ∙ exp	ሺെi
E
԰
tሻ 

 

となりますが，さらに，±const を A と置き直して， 

 

T ൌ Aexp	ሺെi
E
԰
tሻ 

 

となります．ここで，E はエネルギーであったので，アインシュタイン-

ド・ブロイの関係式， 

 
E ൌ ԰ω 

 

より， 

 
T ൌ Aexp	ሺെiωtሻ 



 

となります．したがって，ϕሺxሬԦሻは定常波のそれぞれの位置での振幅を表し，

T(t)は定常波の各位置における振動の時間的変化を表していると考えられ

ます．前述した(q06-1)式を時間に依存するシュレディンガー⽅程式とい

います．それに対して，(q06-2)式を時間に依存しないシュレディンガー

⽅程式といいます．また，ψを時間に依存する波動関数，φを時間に依存

しない波動関数といいます．ここで，T の式をψに代⼊して，ψとφの間に， 

 
ψሺt, xሬԦሻ ൌ AexpሺെiωtሻϕሺxሬԦሻ 

 

の関係があることがわかります． 



Q07 量⼦状態（波動関数と確率振幅） 
Q07-1 原⼦核の崩壊 

波動関数とは何でしょうか？量⼦的な事象を取り扱い，その物理的意味

を考え，量⼦⼒学の基礎的な概念と原理を導⼊することにしましょう． 

最初の量⼦的な事象として，原⼦核の崩壊というものを⾒ていくことに

します．ある特定の物質が⾃発的に放射線を出すはたらきを放射能といい

ます．放射線にはα線，β線，γ線の３つがあります．α線の正体はヘリウム

の原⼦核であり，電離作⽤が⼤きく，透過度は⼩さいという特徴がありま

す．β線の正体は電⼦であり，電離作⽤，透過度はともに中程度です．γ線

の正体は振動数の⼤きい電磁波であり，電離作⽤が⼩さく，透過度は⼤き

いという特徴があります． 

放射線が発⽣するのは，放射性物質の原⼦核が崩壊し，元素が変換する

ためです．古来，錬⾦術の研究が⾏われた時代がありましたが，原⼦核の

崩壊は現代における錬⾦術ということが⾔えるでしょう．α線を放出する

崩壊をα崩壊といいます．この過程では原⼦核からヘリウムの原⼦核が出

るので，次のように表せます． 

 
X୞

୅ → Y୞ିଶ
୅ିସ  

 

原⼦番号 Z は２減少し，質量数 A は４減少します．X や Y は元素の種類を

⼀般的に表しています．元素の種類が変換されています．次に，β線を放

出する崩壊であるβ崩壊を考えましょう．この過程では，原⼦核内部で， 

 
n → p ൅ e ൅ γ 

 

というように，中性⼦ n が陽⼦ p，電⼦ e とニュートリノγに変換してい

ます．この結果，元素は次のように変換します． 



 
X୞

୅ → Y୞ାଵ
୅  

 

原⼦核内部で中性⼦が陽⼦になったので，原⼦番号 Z は１増えますが，質

量数 A は変化しません．そして，α崩壊またはβ崩壊した直後の不安定な状

態にある原⼦核が，余分なエネルギーを電磁波としてγ線を放出する過程

が，γ崩壊です． 

 
X୞

୅ → X୞
୅  

 

このように，γ崩壊しても原⼦番号 Z と質量数 A は変化せず，元素の種類

はもとのままです．γ崩壊は原⼦核内部の反応なので，放出されるエネル

ギーが⼤きく，振動数の⾼い電磁波が放出されます．このことはアインシ

ュタイン-ド・ブロイの関係式の第１式， 

 
E ൌ hν 

 

から理解されます．（原⼦内部の電⼦の軌道間の遷移による反応では，放

出されるエネルギーがγ崩壊よりも⼩さく，γ線よりも振動数の低い電磁波

である可視光線が放出されることが，よく知られています．原⼦の構造の

Chapter を参照して下さい．） 

それでは，原⼦核崩壊のメカニズムについて考えてみましょう．原⼦核

が X→Y と崩壊するとき，原⼦核 X の初めの数N଴が
ଵ

ଶ
になるまでの時間，

その残りの X の数୒బ
ଶ
がまたଵ

ଶ
になるまでの時間，そのまた残った X の数୒బ

ସ
が

さらにଵ

ଶ
になるまでの時間は全て同じになります．（以下，続く．）このこと

は，原⼦核が崩壊する過程が，本質的に確率的なものであることを意味し

ています．つまり，ある特定の原⼦核がいつ崩壊するかを決定することは



不可能なのです．ここで，もとの原⼦核が半分になる時間を半減期といい，

T で表します．（もし，決定論的に原⼦核が崩壊するならば，２T 経過する

と，全ての原⼦核 X が Y に崩壊してしまうはずですね．）ある時間 t にお

ける残った元素 X の原⼦核の個数を N とすると，次式が成⽴します． 

 

N ൌ N଴ሺ
1
2
ሻ
୲
୘	ሺ1ሻ 

 

この(1)式において，t を T，2T，3T，…を代⼊すると，上記の崩壊の状

況が確認されます． 

さらに，原⼦核崩壊の問題を微分⽅程式で取り扱ってみましょう．以下

の議論により，原⼦核崩壊の現象の本質が確率的性質をもっていることが，

はっきりと理解されます．１個の原⼦核が，ある時刻 t から次の１秒の間

に崩壊する確率をλとすれば，N 個の原⼦核の中で，微⼩時間Δt 間にλNΔt

個だけが崩壊することになります．（λを崩壊定数といいます．）したがっ

て，N の変化量ΔN は次のように表されます． 

 
∆N ൌ െλN ∙ ∆t 

 

ここで，極限をとると， 

 
dN ൌ െλN ∙ dt 

 

となります．両辺を N で割って， 

 
dN
N
ൌ െλ ∙ dt 

 

ですが，両辺を不定積分して計算します． 



 

න
dN
N
ൌ െλනdt 

 
∴ logN ൌ െλt ൅ C 

 
∴ N ൌ exp	ሺെλt ൅ Cሻ 

 
∴ N ൌ expC ∙ exp	ሺെλtሻ 

 

ただし，Cは積分定数です．ここで，初期条件として，t=0で元素XがN଴個あ

ったとすると， 

 
N଴ ൌ expC 

 

となるので， 

 
N ൌ N଴ expሺെλtሻ	ሺ2ሻ 

 

が微分⽅程式の解になります．(1)式と(2)式を⽐較すると， 

 

expሺെλtሻ ൌ ሺ
1
2
ሻ
୲
୘ 

 

となります．この⽅程式を解くと， 

 

െλt ൌ logሺ
1
2
ሻ
୲
୘ 

 

ൌ െ
t
T
log2 



 

∴ T ൌ
log2
λ

 

 

≅
0.695
λ

 

 

の関係があることがわかります．崩壊の過程を確率的であるとした微分⽅

程式による⽅法が，経験式である(1)式を再現することが確認できました． 

原⼦核の崩壊が確率論的に起こるということは，量⼦⼒学の本質を表し

ています．すなわち，ミクロ世界においては，ニュートン⼒学的な決定論

ではなく確率論的な⾃然法則が⽀配しているのです．このことの⼀端を原

⼦核の崩壊現象は⽰しています． 

 

Q07-2 ⼆重スリットの実験 

前の Section に引き続き，量⼦的な概念と原理を導⼊するため，特に波

動関数ψの意味を知るため，⼆重スリットの実験というものを取り扱うこ

とにします．この実験は光についてのヤングの実験としてお馴染みのもの

です．その内容は，同位相の光を⼆重スリットに通すと，スクリーン上に

⼲渉模様が現れ，光の波動性を⽰すものとして知られています．ここでは，

光の代わりに電⼦を考えてみます． 

 



 
 

実験装置は上図の通りです．左にある電⼦源から電⼦のビームをスリット

に打ち込み，右にあるスクリーン上で電⼦を観測します．観測される電⼦

は紛れもなく粒⼦です．この事実は電⼦の⼆重性のうちの粒⼦性を表して

いると理解できます．ここで，観測される電⼦の粒⼦数について考えてみ

ましょう．仮に，スリットSଶが閉じていて，スリットSଵのみが開いている

場合には，粒⼦数の分布は図のPଵのようになります．逆に，スリットSଵが

閉じていて，スリットSଶのみが開いている場合には，粒⼦数の分布は図の

Pଶのようになります．この分布は電⼦が粒⼦であるとしても，波動である

としても同じ結果になります．それでは，２つのスリットSଵとスリットSଶが

両⽅とも開いていたらどうなるでしょうか？もし，粒⼦数の分布が中央を

ピークとした１つの⼭だけのものになった場合は，すなわち， 

 
Pଵଶ ൌ Pଵ ൅ Pଶ 

 

となったときには，電⼦の粒⼦性が現われていると結論できます．（この

粒⼦数の分布は図には⽰していません．）しかし，正しい結論はこのよう

にはなりません．波動⼒学に従うと，粒⼦数の分布Pଵଶは上図に⽰したよう

に綺麗な⼲渉模様になります．ここに電⼦の波動性が現われています．こ



のとき， 

 
Pଵଶ ് Pଵ ൅ Pଶ 

 

の関係が成⽴します．以上の議論により，スリットを通る前，スリットを

通るとき，スリットから出てスクリーンに到達するまで，電⼦は波動とし

て振る舞い，スクリーンで観測されたとき，電⼦は粒⼦として存在するこ

とが結論付けられます． 

では，スクリーン上で観測される前の波動の正体は何でしょうか？さら

に問題を深く考えるため，電⼦のビームの強度を極端に弱くしてみましょ

う．例えば，電⼦を１個しか送らなかったとしましょう．当然，スクリー

ン上には１個の電⼦しか発⾒されません．これでは⼲渉の効果を測定しよ

うがなく，電⼦の波動性がはっきりとわかりません．しかし，実は，この

場合も⼲渉模様を観測することができます．その⽅法は，電⼦を１個ずつ，

時間をかけて送り続けるのです．最初はポツリポツリとしか，電⼦は観測

されません．ここで，スクリーンのどの場所に電⼦が観測せれるかを決定

することは不可能です．しかし，⻑時間にわたって観測された電⼦の粒⼦

数の分布を描いてみれば，⾒事な⼲渉模様が現れます．つまり，この場合

も電⼦は１個だけでも，スリットを通る前，スリットを通るとき，スリッ

トから出てスクリーンに到達するまでといった過程において，波動として

存在します．特に，⼆重スリットを通過するとき，１個の電⼦は，波動と

して２つのスリットを同時に通るように振る舞うのです．そうでないなら

ば，１個の電⼦は⼲渉しようがありません．そして，スクリーンに到達し

て，はじめて１個の粒⼦として確認されます． 

上記のように，電⼦がスクリーンのどの場所で観測できるかを決定する

ことが不可能であるという事実は，⼲渉模様を⽰している粒⼦数の分布Pଵଶ



が，粒⼦として存在する確率に⽐例することを意味します．そこで，P を

粒⼦１個の存在確率として定義し直し， 

 
Pሺt, xሻ ൌ ρሺt, xሻdx 

 

と表します．ρ(t,x)は存在確率密度です．つまり，ρ(t,x)dx は時刻 t にお

いて微⼩１次元空間dxの中に，１個の粒⼦が観測される確率を表します．

また，１次元空間全体（スクリーン上）で粒⼦が存在する確率が１である

という規格化条件， 

 

න ρ
ஶ

ିஶ
ሺt, xሻdx ൌ 1 

 

が成⽴します．（粒⼦は１次元空間全てにわたって存在する可能性があり

ます．したがって，－∞から+∞まで積分しました．）前の Section の原⼦

核の崩壊で触れたように，ミクロ世界では決定論ではなく確率的性質が本

質的な役割を果たします．ニュートンの⼒学的⾃然観の中⼼的概念である

決定論的因果律を否定し，確率法則が⽀配する量⼦⼒学的⾃然観を打ち⽴

てようとしているのです．アインシュタインは”神がサイコロをふるもの

か．”と⾔い，量⼦⼒学が不完全な理論であると反論しましたが，現在に

おいて，多くの実験結果は量⼦⼒学が正しいことを⽴証しています． 

それでは，波動関数ψと存在確率密度ρの関係を考えましょう．⼀般に波

動の強度（エネルギー）は，振幅の２乗と⾓振動数の２乗に⽐例します．

ここで，最も簡単な⾃由粒⼦の場合，波動関数は正弦波です．すなわち， 

 
ψሺt, xሻ ൌ Aexpሼiሺkx െ ωtሻሽ 

 

の波動を考えましょう．（A は振幅です．）このとき， 



 
|ψሺt, xሻ|ଶ ൌ ψ∗ሺt, xሻψሺt, xሻ 

 
ൌ A∗expሼെiሺkx െ ωtሻሽ ∙ Aexpሼiሺkx െ ωtሻሽ 

 
ൌ |A|ଶ 

 

となります．したがって，波動関数の強度はψの絶対値の２乗に⽐例しま

す．今，正弦波を考えましたが，波動関数が任意の場合にも拡張し，存在

確率密度ρはψの絶対値の２乗に⽐例すると仮定することにします． 

 
ρሺt, xሻ ൌ a|ψሺt, xሻ|ଶ 

 

ここで，a は⽐例定数です．規格化条件より， 

 

න a
ஶ

ିஶ
|ψሺt, xሻ|ଶdx ൌ 1 

 

が成⽴するので， 

 
1

√a
ψሺt, xሻ 

 

を改めて，ψと置き直すと，（ψの定数倍もψと同じ性質の波動関数を表し

ます．） 

 
ρሺt, xሻ ൌ |ψሺt, xሻ|ଶ 

 

となります．このように，確率密度を与える量として，ψを確率振幅と呼



ぶことにします．ド・ブロイ波は波動関数で表されますが，その正体は複

素数の確率の波動だったのです．（この波動関数の確率解釈を唱えたのは

ボルンです．） 

 

ド・ブロイ波→波動関数ψ（複素数）＝確率振幅ψ（複素数） 

 

概念の発展の繋がりを表記しました． 

ここで，⼆重スリットの実験に戻りましょう．スリットSଵから出た波動

の確率振幅はψଵであり，スリットSଶから出た波動の確率振幅はψଶとなりま

す．もし，スリットの⽚⽅が閉じていれば⼲渉は起こりませんでした．ス

リットSଵが開いていて，スリットSଶが閉じていれば，すなわち，存在確率

密度分布は， 

 
ρଵ ൌ |ψଵ|ଶ 

 

となります．スリットSଶが開いていて，スリットSଵが閉じていれば，すな

わち，存在確率密度分布は， 

 
ρଶ ൌ |ψଶ|ଶ 

 

となります．スリットが両⽅とも開いている場合は，存在確率密度分布ρଵଶ

は，ρଵ ൅ ρଶにはなりません．（存在確率密度分布は粒⼦数の分布と同じ⼲

渉模様になりますね．） 

 
ρଵଶ ് ρଵ ൅ ρଶ 

 

正しい関係式を⾒つけましょう．２つのスリットが開いているとき，電⼦



の波動の⼀般量である確率振幅ψは，重ね合わせの原理と呼ばれる波動⼀

般について成⽴する関係によって合成されます．その内容は，２つの確率

振幅が存在するときは，重ね合わされて，その和が合成された確率振幅に

なるというものです． 

 
ψሺt, xሻ ൌ ψଵሺt, xሻ ൅ ψଶሺt, xሻ 

 

２つの確率振幅は，同位相で⼆重スリットを通過するため，重ね合わせの

原理に従い，合成され，スクリーン上で⼲渉を起こします．その理由は，

⽔波，⾳波，光波といった波動⼀般の場合から類推されますが，ここでは，

複素数の重ね合わせによる⼲渉になります．複素数である確率振幅は， 

 

൜
ψଵ ൌ |ψଵ|exp	ሺiθଵሻ
ψଶ ൌ |ψଶ|exp	ሺiθଶሻ

 

 

と表されます．ここでθは複素平⾯における位相です．よって，スリット

を両⽅とも開けた場合の，存在確率密度は次式で求められます． 

 
ρଵଶ ൌ |ψଵଶ|ଶ 

 
ൌ ψଵଶ

∗ ψଵଶ 
 

ൌ ሺψଵ
∗ ൅ ψଶ

∗ሻሺψଵ ൅ ψଶሻ 
 

ൌ |ψଵ|ଶ ൅ |ψଶ|ଶ ൅ ψଵ
∗ψଶ ൅ ψଶ

∗ψଵ 
 

ൌ ρଵ ൅ ρଶ ൅ |ψଵ| expሺെiθଵሻ |ψଶ| expሺiθଶሻ
൅ |ψଶ| expሺെiθଶሻ |ψଵ| expሺiθଵሻ 

 
ൌ ρଵ ൅ ρଶ ൅ |ψଵ||ψଶ|ሾexpሼiሺθଵ െ θଶሻሽ ൅ expሼെiሺθଵ െ  ଶሻሽሿߠ



 
ൌ ρଵ ൅ ρଶ ൅ 2|ψଵ||ψଶ| cosሺ θଵ െ θଶሻ 

 

ここで，ψ∗はψの複素共役を表します．最後の式の第３項が⼲渉の効果を

⽰しています． 

スクリーンに到達して電⼦を観測したとき，それは紛れもなく粒⼦でし

た．スクリーンに到達するまで確率振幅をもつ波動として空間的に広がっ

て存在していた電⼦が，スクリーン上で観測された瞬間に粒⼦になるので

す．空間的に広がっていた波動が，観測した瞬間に１点に集まる，つまり

局在することになります．これを量⼦⾶躍といいます．（もっとも，スク

リーンに到達する前の過程においても，観測を⾏えば量⼦⾶躍が起こり，

粒⼦が現れますが，いまはそういったことは⾏わないことにします．）こ

のように，観測という⾏為は特別な意味を持っています．観測による波動

関数の量⼦⾶躍について， 

 
ψሺt, xሻ → ϕ୶ᇲ 

 

と表しておきましょう．⽮印の左側の波動関数ψは，t と x の関数であり，

時間的に変動し，空間的に広がっています．⽮印の右側の波動関数はφと

記しましたが，これは時間的変化しない波動関数になったことを意味して

います．（空間的にも局在します．）φの右下の x´は電⼦が局在する位置を

表します．この量⼦⾶躍の前後において因果関係はなく，観測される確率

のみを波動関数，すなわち確率振幅から計算することができます． 

波動関数（確率振幅）は，以上のように確率の波動という意味をもち，

観測により量⼦⾶躍する存在です．このような性質をもつ存在を，より抽

象化して量⼦状態と名付けることにしましょう．波動関数並びに確率振幅

は，波動⼒学における量⼦状態の表現形式なのです．概念の発展の繋がり



を⽰しておきます． 

 

ド・ブロイ波 → 波動⼒学的状態;波動関数 ൌ 確率振幅

→ 量⼦⼒学的状態; 	量⼦状態 

 

 

Q07-3 量⼦状態についての３つの原理 

前 Section の重ね合わせの原理， 

 
ψሺt, xሻ ൌ ψଵሺt, xሻ ൅ ψଶሺt, xሻ 

 

を拡張して⼀般化しましょう．シュレディンガー⽅程式を満たす， 

 
ψଵሺt, xሬԦሻ, ψଶሺt, xሬԦሻ,⋯ , ψ୒ሺt, xሬԦሻ 

 

の N 個のψが存在するとき， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬ψ୬

୒

୬ୀଵ

ሺt, xሬԦሻ 

 

もシュレディンガー⽅程式を満たすという定理が成⽴します．（空間は３

次元に拡張しました．xሬԦ ൌ ሺx, y, zሻ）ここで，c୬は⼀般に複素数の定数です．

この定理の証明にはシュレディンガー⽅程式の線形性を使います． 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ i԰

∂
∂t
ሼcଵψଵሺt, xሬԦሻ ൅ cଶψଶሺt, xሬԦሻ ൅ ⋯൅ c୒ψ୒ሺt, xሬԦሻሽ 

 

ൌ cଵ ∙ i԰
∂
∂t
ψଵሺt, xሬԦሻ ൅ cଶ ∙ i԰

∂
∂t
ψଶሺt, xሬԦሻ ൅ ⋯൅ c୒ ∙ i԰

∂
∂t
ψ୒ሺt, xሬԦሻ 



 
ൌ cଵH෡ψଵሺt, xሬԦሻ ൅ cଶH෡ψଶሺt, xሬԦሻ ൅ ⋯൅ c୒H෡ψ୒ሺt, xሬԦሻ 

 
ൌ H෡ሼcଵψଵሺt, xሬԦሻ ൅ cଶψଶሺt, xሬԦሻ ൅ ⋯൅ c୒ψ୒ሺt, xሬԦሻሽ 

 
ൌ H෡ψሺt, xሬԦሻ 

 

（証明終．）（N は無限⼤までとることができます．）この定理も重ね合わ

せの原理といいます． 

ここで，この Chapter で⾒てきた原理をまとめておきます．（空間は３

次元に拡張しておきます．） 

 

１ ボルンの確率解釈; 粒⼦の存在確率密度は，量⼦状態を表す規格化

された確率振幅の絶対値の２乗で求められます． 

 
ρሺt, xሬԦሻ ൌ |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ 

 

この量を全空間にわたって積分したものは全確率１になります．（規格

化条件） 

 

න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

積分は３重積分で，３次元空間の x，y，z それぞれについて，－∞から

+∞までとります． 

 

２ 重ね合わせの原理; 系の量⼦状態を表す波動関数， 

 
ψଵሺt, xሬԦሻ, ψଶሺt, xሬԦሻ,⋯ , ψ୒ሺt, xሬԦሻ 



 

がシュレディンガー⽅程式の解であるならば，重ね合わせた波動関数， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬ψ୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺt, xሬԦሻ 

 

もシュレディンガー⽅程式の解になります．（通常，n は１から無限⼤ま

でとります．） 

 

３ 観測による量⼦状態の量⼦⾶躍; 波動として時間的に変動し，空間

的に広がっている量⼦状態を表すψは，観測という⾏為によって量⼦⾶

躍し，局在します． 

 
ψሺt, xሬԦሻ → ϕ୶ሬԦᇲ 

 

その結果，粒⼦が観測されます．量⼦⾶躍に因果関係はなく，ただ存在

確率のみを知ることができます． 

 

以上，３つの原理は波動⼒学の本質であり，古典的な概念とは相いれない

ものです．物質（電⼦）の⼆重性は解明されたのです． 

 

Q07-4 時間に依存しない量⼦状態φについて，３つの原理の変形 

前 Section の３つの原理は，時間に依存する波動関数ψについてのもの

でした．これらの原理を時間に依存しない波動関数φについて，書き直し

ておきましょう．まず，規格化条件がどのようになるか，確認しておきま

す．シュレディンガー⽅程式の Chapter の最後の⽅で出てきた，ψとφの

関係式， 



 
ψሺt, xሬԦሻ ൌ AexpሺെiωtሻϕሺxሬԦሻ 

 

において，φの定数倍もφと同じ量⼦状態を表すので， 

 

ϕሺxሬԦሻ →
1
A
ϕሺxሬԦሻ 

 

と，置き直します．この場合， 

 
ψሺt, xሬԦሻ ൌ expሺെiωtሻϕሺxሬԦሻ 

 

が成⽴します．（この式が，ψとφの間の⼀般的な関係式です．）これを，ψ

についての規格化条件， 

 

න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

に代⼊し 

 

1 ൌ න න න exp
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺiωtሻϕ∗ሺxሬԦሻ ∙ expሺെiωtሻϕሺxሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ϕ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕሺxሬԦሻdxdydz 

 

となります．故に， 

 

න න න |ϕሺxሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ න න න ϕ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕሺxሬԦሻdxdydz ൌ 1 



 

というφについての規格化条件が得られました．また，ψのときと同様に， 

 
ρሺxሬԦሻ ൌ |ϕሺxሬԦሻ|ଶ 

 

という量で，φについての存在確率密度を与えることができます． 

ψについて， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬ψ୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺt, xሬԦሻ 

 

が時間に依存するシュレディンガー⽅程式の解であるという，重ね合わせ

の原理が成⽴しました．この関係を，φを使って表しておきましょう．ψ

とφの関係式， 

 
ψ୬ሺt, xሬԦሻ ൌ expሺെiω୬tሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

より，（ここで，n ൌ 1,2,⋯ ,∞としておきます．） 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

expሺെiω୬tሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

となります．ここで， 

 
c୬ሺtሻ ≡ c୬expሺെiω୬tሻ 

 

とおくと， 

 



ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

と，ψを無限個のφによって展開して表すことができます． 

観測による波動関数ψの量⼦⾶躍， 

 
ψሺt, xሬԦሻ → ϕ୶ሬԦᇲ 

 

も書き直しておきます．すなわち， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻ → ϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

となります．波動関数ψは展開したφの中の⼀つに量⼦⾶躍するのです．

ここで，無限個の⾃然数 m によって添え字が付けられたφの中の⼀つ n 番

⽬のφに量⼦⾶躍する場合を挙げました．実はφの添え字の付け⽅には連

続した数を使うこともあります．例えば，連続量の位置xሬԦによって添え字

を付けることもあります．いままでの電⼦をある位置xሬԦᇱに観測するときの

量⼦⾶躍は，添え字 n の代わりに添え字xሬԦᇱが使われています． 

 

Q07-5 確率の保存と確率の流れ 

ボルンの確率解釈が⾸尾⼀貫したものになるためには，規格化条件， 

 

න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

が，時間に依存しないものである必要があります．時間で微分して，確か

めてみましょう． 



 
d
dt
න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz

ൌ න න න ሼψ∗ሺt, xሬԦሻ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

∂ψሺt, xሬԦሻ
∂t

൅
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂t
ψሺt, xሬԦሻሽdxdydz 

 

となります．ここで，シュレディンガー⽅程式より， 

 
∂ψሺt, xሬԦሻ
∂t

ൌ
1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
,ଶψሺt׏ xሬԦሻ ൅ Vψሺt, xሬԦሻሻ 

 

となります．この式の複素共役をとり，ポテンシャルは実数とすると， 

 
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂t
ൌ െ

1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
,ଶψ∗ሺt׏ xሬԦሻ ൅ Vψ∗ሺt, xሬԦሻሻ 

 

となります．これらの式を代⼊して計算します． 

 
d
dt
න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz

ൌ න න න ሼψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
ଶψ׏ ൅ Vψሻ െ

1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
∗ଶψ׏

൅ Vψ∗ሻψሽdxdydz 
 

ൌ െ
԰
2mi

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψ∗׏ଶψ െ ሺ׏ଶψ∗ሻψሽdxdydz 

 

ൌ െ
԰
2mi

න න න ׏
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
∙ ሼψ∗׏ψ െ ሺ׏ψ∗ሻψሽdxdydz 

 

ここで， 

 



ȷԦሺt, xሬԦሻ ≡
԰
2mi

ሼψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ψሺt, xሬԦሻ െ ሺ׏ψ∗ሺt, xሬԦሻሻψሺt, xሬԦሻሽ 

 

を定義し，ベクトル解析のガウスの定理， 

 

ම׏ ∙ AሬሬԦdV ൌඵAሬሬԦ ∙ nሬԦdS 

 

を使います．（左辺は体積積分で，右辺は⾯積分です．また，右辺のnሬԦは⾯

積分する表⾯の単位法線ベクトルです．） 

 
d
dt
න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ െන න න ׏

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
∙ ȷԦሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌඵȷԦሺt, xሬԦሻ ∙ nሬԦdS 

 

ここで，波束の場合，遠⽅でψは 0 になるので，最後の表⾯積分は 0 にな

ります．したがって， 

 
d
dt
න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ 0 

 

∴ න න න |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ const 

 

となります．ψに適当な定数を掛けて規格化すると，その規格化条件は常

に成⽴することが保障されたことになります． 

上の議論を局所的な関係に書き直しておきましょう．存在確率密度， 

 
ρሺt, xሬԦሻ ൌ ψ∗ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻ 



 

を時間で偏微分します． 

 
∂ρሺt, xሬԦሻ
∂t

ൌ ψ∗ሺt, xሬԦሻ
∂ψሺt, xሬԦሻ
∂t

൅
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂t
ψሺt, xሬԦሻ 

 

ここで，シュレディンガー⽅程式より， 

 
∂ψሺt, xሬԦሻ
∂t

ൌ
1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
,ଶψሺt׏ xሬԦሻ ൅ Vψሺt, xሬԦሻሻ 

 

となります．この式の複素共役をとり，ポテンシャルは実数とすると， 

 
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂t
ൌ െ

1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
,ଶψ∗ሺt׏ xሬԦሻ ൅ Vψ∗ሺt, xሬԦሻሻ 

 

となります．これらの式を代⼊して計算します． 

 
∂ρ
∂t

ൌ ψ∗ 1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
ଶψ׏ ൅ Vψሻ െ

1
i԰
ሺെ

԰ଶ

2m
∗ଶψ׏ ൅ Vψ∗ሻψ 

 

ൌ െ
԰
2mi

ሺψ∗׏ଶψ െ ሺ׏ଶψ∗ሻψሻ 

 

ൌ െ
԰
2mi

׏ ∙ ሼψ∗׏ψ െ ሺ׏ψ∗ሻψሽ 

 
ൌ െ׏ ∙ ȷԦ 

 

となります．したがって， 

 



∂ρሺt, xሬԦሻ
∂t

൅ ׏ ∙ ȷԦሺt, xሬԦሻ ൌ 0 

 

という関係式が成⽴します．この式は流体⼒学でお馴染みのものであり，

湧き出しや吸い込みがない場合に，密度ρሺt, xሬԦሻ，流れȷԦሺt, xሬԦሻをもつ流体の保

存則です．したがって，ȷԦሺt, xሬԦሻを確率の流れ密度として，上式は確率の流れ

の保存則と考えることができます． 

この Chapter では，量⼦⼒学の基礎概念である量⼦状態について考えま

した．次の Chapter では，もう⼀つの基礎概念であるオブザーバブルにつ

いて⾒ていきましょう． 



Q08 オブザーバブル（線形エルミート演算⼦と期待値・固有値） 
Q08-1 古典的物理量 

前の Chapter の量⼦状態に引き続き，この Chapter では，量⼦⼒学の

２つ⽬の基礎概念を考えていきましょう．その基礎概念は，量⼦⼒学的な

物理量であるオブザーバブルといいます．（量⼦⼒学を構成する基礎概念

は，量⼦状態とオブザーバブルの２つしかありません．） 

この Section では，古典論における物理量の意味を確認しておきます．

物理量には，位置，運動量，エネルギー，⾓運動量といったものがありま

すが，物理量の間の関係を⽅程式で表し，物理法則を表現することが常套

⼿段です．古典論における物理量というものを，次の３つに分類すること

ができます． 

 

１ ⽂字式を使って，数学的に表現されるもの．（古典的数学表現） 

 

２ 数学的表現を使い，物理法則を表す⽅程式から計算によって理論的

に予測されるもの．（古典的理論値） 

 

３ 古典的理想装置により，測定されるもの．（古典的理想測定値） 

 

実験すると測定値が得られますが，通常，誤差が⽣じます．これは実験装

置の不備，あるいは⼈為的な要因によるものです．仮に，完全に誤差を⽣

じない古典的理想装置というものを考えましょう．（このように理想化さ

れた思考実験を考えます．）この古典的理想装置による測定値を古典的理

想測定値と名付けます．この場合，古典的理想測定値は古典的理論値と常

に完全に⼀致します．古典論は決定論であり，完全に予測可能な理論であ

ることを特徴としていましたね．したがって，古典論では上に挙げた３つ



の物理量は⼀意的なものであり，区別する必要はありません． 

 

Q08-2 演算⼦ 

波動⼒学では物理量とはどのようなものでしょうか？シュレディンガ

ー⽅程式を導⼊する際，古典的物理量の間に成⽴する関係式において，物

理量を演算⼦に置き換える⼿続きをしたことを思い出して下さい．この⼿

続きを量⼦化といいましたが，量⼦化は形式的なものに留まらず，深い意

味をもっています．つまり， 

 

波動⼒学における物理量の数学的表現は演算⼦です． 

 

ということが，⼀般に成⽴するのです．以後，演算⼦にはハットを付けて，

⼀般に， 

 
A෡ 

 

と表すことにします． 

例を挙げていきましょう．（シュレディンガー⽅程式の Chapter の量⼦

化の Section を参照して下さい．）まず，位置の物理量については，古典

的数学表現はxሬԦ ൌ ሺx, y, zሻですが，波動⼒学における数学的表現は，古典論

のものがそのまま波動⼒学で適⽤されました．すなわち， 

 

൝
x → xො ൌ x
y → yො ൌ y
z → zො ൌ z

 

 

です．これらを位置演算⼦といいます．次に，運動量の古典的数学表現は

pሬԦ ൌ ሺp୶, p୷, p୸ሻですが，波動⼒学における数学的表現は，量⼦化して， 



 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
p୶ۓ → pො୶ ൌ െi԰

∂
∂x

p୷ → pො୷ ൌ െi԰
∂
∂y

p୸ → pො୸ ൌ െi԰
∂
∂z

 

 

となります．これらを運動量演算⼦といいます．また，エネルギーの古典

的数学表現は E と⼀⽂字で表しますが，波動⼒学における数学的表現は，

量⼦化して， 

 

E → E෡ ൌ i԰
∂
∂t

 

 

です．これをエネルギー演算⼦といいます．最後の例として，⾓運動量に

ついても考えてみましょう．古典論における数学的表現は， 

 
LሬԦ ≡ xሬԦ ൈ pሬԦ 

 

∴ ቐ

L୶ ൌ yp୸ െ zp୷
L୷ ൌ zp୶ െ xp୸
L୸ ൌ xp୷ െ yp୶

 

 

です．波動⼒学での数学的表現は，位置を位置演算⼦に，運動量を運動量

演算⼦に置き換えて量⼦化します． 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
L୶ۓ → L෠୶ ൌ yሺെi԰

∂
∂z
ሻ െ zሺെi԰

∂
∂y
ሻ

L୷ → L෠୷ ൌ zሺെi԰
∂
∂x
ሻ െ xሺെi԰

∂
∂z
ሻ

L୸ → L෠୸ ൌ xሺെi԰
∂
∂y
ሻ െ yሺെi԰

∂
∂x
ሻ

 



 

∴

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
L୶ۓ → L෠୶ ൌ െi԰ሺy

∂
∂z
െ z

∂
∂y
ሻ

L୷ → L෠୷ ൌ െi԰ሺz
∂
∂x

െ x
∂
∂z
ሻ

L୸ → L෠୸ ൌ െi԰ሺx
∂
∂y

െ y
∂
∂x
ሻ

 

 

最後の式が⾓運動量演算⼦です． 

 

Q08-3 交換関係 

波動⼒学において，物理量の数学的表現が演算⼦であることを⾒ました．

演算⼦は古典的物理量の数学表現である単なる⽂字式とは異なる性質を

もっています．古典的物理量を表す２つの⽂字式の間には，掛け算の順序

によって結果が異なることはありませんでした．例えば，位置 x と運動量

p୶の積においては，どちらから先に書いてもよいものです．つまり， 

 
xp୶ ൌ p୶x 

 

という恒等式が成⽴します．このように古典的理論では積の順序は意識す

る必要はないのです．古典的物理量の数学的表現である⽂字式のことを c-

数（cardinal number; 計量数）といいます． 

波動⼒学を考えましょう．演算⼦の積の順序が違う場合の結果を確認し

ます．例えば，位置演算⼦同⼠の場合を考えます．演算⼦は波動関数に作

⽤してはじめて意味があるので，そのようにしておきます． 

 
xො ∙ yොϕሺxሬԦሻ ൌ xyϕሺxሬԦሻ 

 
ൌ yxϕሺxሬԦሻ 



 
ൌ yො ∙ xොϕሺxሬԦሻ 

 

特に問題はありません．それでは，位置演算⼦と運動量演算⼦の間でどう

なるのか確かめてみましょう． 

 

xොpො୶ϕሺxሬԦሻ ൌ xሺെi԰
∂
∂x
ሻϕሺxሬԦሻ 

 

pො୶xොϕሺxሬԦሻ ൌ ሺെi԰
∂
∂x
ሻxϕሺxሬԦሻ 

 

ൌ െi԰ϕሺxሬԦሻ ൅ xሺെi԰
∂
∂x
ሻϕሺxሬԦሻ 

 
∴ pො୶xොϕሺxሬԦሻ ൌ െi԰ϕሺxሬԦሻ ൅ xොpො୶ϕሺxሬԦሻ 

 

最後の式で分かるように，位置演算⼦と運動量演算⼦の作⽤する順番を換

えた量は同じにはなりません．古典的物理量の数学的に表現された量とは

ここが全く相違するのです．最後の式をもう少し⾒やすい形にしていきま

しょう．移項して，整理していきます． 

 
xොpො୶ϕሺxሬԦሻ െ pො୶xොϕሺxሬԦሻ ൌ i԰ϕሺxሬԦሻ 

 
∴ ሺxොpො୶ െ pො୶xොሻϕሺxሬԦሻ ൌ i԰ϕሺxሬԦሻ 

 

ここで，便利な記号である交換⼦というものを次のように定義します． 

 
ሾA෡, B෡ሿ ≡ A෡B෡ െ B෡A෡ 

 

このとき， 



 
ሾxො, pො୶ሿϕሺxሬԦሻ ൌ i԰ϕሺxሬԦሻ 

 

となります．ここで，波動関数を書かずに，演算⼦の間だけの関係を記す

と， 

 
ሾxො, pො୶ሿ ൌ i԰ 

 

となります．このような式を交換関係といいます．（演算⼦だけの関係式

ですが，いつも波動関数に作⽤しているということに気を付けて下さい．

交換関係は物理量である演算⼦の性質を規定するものです．）波動⼒学で

は，物理量が演算⼦で⽰されるため，その積が交換する場合と交換しない

場合があるのです．交換する場合を交換可能（可換），交換しない場合を

交換不可能（⾮可換）といいます．また，交換関係で規定される物理量を

表す演算⼦のことを，q-数（quantum mechanical number）ともいいま

す．位置演算⼦と運動量演算⼦について，上で計算した量以外のものにつ

いても，同様に計算ができます．まとめて書いておきます． 

 
ሾxො, pො୶ሿ ൌ ൣyො, pො୷൧ ൌ ሾzො, pො୸ሿ ൌ i԰ 

 
ൣxො, pො୷൧ ൌ ሾxො, pො୸ሿ ൌ ሾyො, pො୶ሿ ൌ ሾyො, pො୸ሿ ൌ ሾzො, pො୶ሿ ൌ ሾzො, pො୷ሿ ൌ 0 

 

次に，計算が複雑になりますが，⾓運動量演算⼦の成分間に成⽴する交

換関係についても取り扱っておきましょう．まず，交換関係に関する恒等

式を証明しておきます． 

 
ሾA෡B෡, C෠ሿ ൌ A෡B෡C෠ െ C෠A෡B෡ 

 



ൌ A෡B෡C෠ െ A෡C෠B෡ ൅ A෡C෠B෡ െ C෠A෡B෡ 
 

ൌ A෡ሾB෡, C෠ሿ ൅ ሾA෡, C෠ሿB෡ 
 
ሾA෡B෡, C෠ሿ ൌ A෡B෡C෠ െ C෠A෡B෡ 

 
ൌ A෡B෡C෠ െ A෡C෠B෡ ൅ A෡C෠B෡ െ C෠A෡B෡ 

 
ൌ A෡ሾB෡, C෠ሿ ൅ ሾA෡, C෠ሿB෡ 

 
ሾA෡B෡, C෠D෡ሿ ൌ A෡ሾB෡, C෠D෡ሿ ൅ ሾA෡, C෠D෡ሿB෡ 

 
ൌ A෡ሾB෡, C෠ሿD෡ ൅ A෡C෠ሾB෡, D෡ሿ ൅ ሾA෡, C෠ሿD෡B෡ ൅ C෠ሾA෡, D෡ሿB෡ 

 

恒等式の最後の式を使って，次のように計算できます． 

 
ሾL෠୶, L෠୷ሿ ൌ ሾyොpො୸ െ zොpො୷, zොpො୶ െ xොpො୸ሿ 

 
ൌ ሾyොpො୸, zොpො୶ሿ െ ሾyොpො୸, xොpො୸ሿ െ ൣzොpො୷, zොpො୶൧ ൅ ሾzොpො୷, xොpො୸ሿ 

 
ൌ yොሾpො୸, zොሿpො୶ ൅ yොzොሾpො୸, pො୶ሿ ൅ ሾyො, zොሿpො୶pො୸ ൅ zොሾyො, pො୶ሿpො୸ 

 
൅yොሾpො୸, xොሿpො୸ ൅ yොxොሾpො୸, pො୸ሿ ൅ ሾyො, xොሿpො୸pො୸ ൅ xොሾyො, pො୸ሿpො୸ 

 
൅zොൣpො୷, zො൧pො୶ ൅ zොzොൣpො୷, pො୶൧ ൅ ሾzො, zොሿpො୶pො୷ ൅ zොሾzො, pො୶ሿpො୷ 

 
൅zොൣpො୷, xො൧pො୸ ൅ zොxොൣpො୷, pො୸൧ ൅ ሾzො, xොሿpො୸pො୷ ൅ xොሾzො, pො୸ሿpො୷ 

 
ൌ yොሺെi԰ሻpො୶ ൅ yොzො ∙ 0 ൅ 0 ∙ pො୶pො୸ ൅ zො ∙ 0 ∙ pො୸ 

 
൅yො ∙ 0 ∙ pො୸ ൅ yොxො ∙ 0 ൅ 0 ∙ pො୸pො୸ ൅ xො ∙ 0 ∙ pො୸ 



 
൅zො ∙ 0 ∙ pො୶ ൅ zොzො ∙ 0 ൅ 0 ∙ pො୶pො୷ ൅ zො ∙ 0 ∙ pො୷ 

 
൅zො ∙ 0 ∙ pො୸ ൅ zොxො ∙ 0 ൅ 0 ∙ pො୸pො୷ ൅ xොሺi԰ሻpො୷ 

 
ൌ i԰ሺxොpො୷ െ yොpො୶ሻ 

 
ൌ i԰L෠୸ 

 
∴ ሾL෠୶, L෠୷ሿ ൌ i԰L෠୸ 

 

他の⾓運動量の成分間の交換関係も同様に計算することができます．その

結果をここでまとめておきます． 

 
ൣL෠୶, L෠୷൧ ൌ ൣL෠୷, L෠୸൧ ൌ ൣL෠୸, L෠୶൧ ൌ i԰L෠୸ 

 

波動⼒学において，物理量の数学的表現が演算⼦であることについて考

えてきました．それでは，演算⼦から物理量の理論値はどのように計算さ

れるのでしょうか？また，理論値と測定値はどのように関係しているので

しょうか？次の Section 以降で，考えていくことにしましょう． 

 

Q08-4 期待値 

この Chapter の最初の Section で古典的物理量を考えた場合，古典的理

論値と古典的理想測定値は，常に完全に⼀致し，決定論的に予測すること

ができることを説明しました．量⼦⼒学の場合を考えてみましょう．古典

論の説明のときと同様に，思考実験をしていきます．まず，完全に誤差の

ない実験装置を想定します．これを量⼦⼒学的理想装置と名付けます．そ

して，そのときの測定値を量⼦⼒学的理想測定値とします．複数回の実験



をして，複数の理想測定値のデータを採ったとしましょう．このとき，量

⼦⼒学に従うと，測定値の結果にはバラツキが⽣じます．（理想的な思考

実験なので，装置の不備，あるいは⼈為的な誤差は完全に 0 のはずです．）

残念ながら，量⼦⼒学では⼀つの決定論的な理論値を計算することは不可

能なのです．ここで，量⼦⼒学は本質的に確率の理論であることを強調し

ておきましょう．実験する前から，⼀つの確定値を得ることはできません

が，確率的に理論値を求めることができます．この Section では，バラツ

キのある量⼦⼒学的理想測定値の平均値に，完全に⼀致する理論値（これ

を期待値といいます．）を求める⽅法を⾒ていきましょう． 

⼀般に，物理量の期待値を次のように表します． 

 
〈A෡〉 

 

具体的に期待値を表す式を求めていきます．まず，位置の期待値〈xሬԦ෠〉を求め

ましょう．粒⼦の存在確率密度が， 

 
ρሺt, xሬԦሻ ൌ |ψሺt, xሬԦሻ|ଶ 

 
ൌ ψ∗ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻ 

 

であったことを考慮して， 

 

〈xො〉 ൌ න න න x
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ρሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻxොψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

となります．同様にして， 



 

〈yො〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻyොψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

〈zො〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻzොψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

となります．これら３式をまとめて書くと， 

 

〈xሬԦ෠〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻxሬԦ෠ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

となります． 

次に，運動量の期待値を求めます．準備として，〈xො〉の時間微分を求めま

す．これは古典論での速度に対応する量であると考えられます． 

 
d
dt
〈xො〉 ൌ

d
dt
න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻxොψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψ∗ሺt, xሬԦሻx

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂t
൅
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂t
xψሺt, xሬԦሻሽdxdydz 

 

となります．ここで，シュレディンガー⽅程式， 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻ 

 

と，その複素共役をとった式， 

 

െi԰
∂
∂t
ψ∗ሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψ∗ሺt, xሬԦሻ 



 

を使います．ただし，ポテンシャルは実数と仮定しました．（V∗ ൌ V） 

 
d
dt
〈xො〉 ൌ න න න ሾ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψ∗ሺt, xሬԦሻx

1
i԰
ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻ െ

1
i԰
ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏

൅ VሺxሬԦሻሽψ∗ሺt, xሬԦሻxψሺt, xሬԦሻdxdydz 
 

ൌ
԰
2mi

න න න ሾ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻxሼ׏ଶψሺt, xሬԦሻሽ

൅ ሼ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻሽxψሺt, xሬԦሻሿdxdydz 
 

となります．ここで，ベクトル解析のグリーンの定理， 

 

මሺϕ׏ଶψ െ ψ׏ଶϕሻdV ൌ ඵሺϕ
∂ψ
∂n

െ ψ
∂ϕ
∂n
ሻdS 

 

使います．（左辺は体積積分で，右辺は⾯積分です．右辺のபந

ப୬
とபம

ப୬
は⾯積

分する表⾯の法線（nሬԦベクトル）⽅向への⽅向微分です．）このとき， 

 

මሾxψሺt, xሬԦሻ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻ െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ଶሼxψሺt, xሬԦሻሽሿdV

ൌඵሾ xψሺt, xሬԦሻ
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂n
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂ሼxψሺt, xሬԦሻሽ
∂n

ሿdS 

 

が確かめられます．右辺の⾯積分の表⾯は無限遠にありますが，そこで，

ψは 0 になります．（波動関数が波動の局在した状態である波束を形成して

いるときは，この条件は問題なく満たされます．）したがって，右辺の値

は 0 です．故に， 

 



න න න x
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψሺt, xሬԦሻ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻ׏ଶሼxψሺt, xሬԦሻሽdxdydz 

 

となります．したがって， 

 
d
dt
〈xො〉 ൌ

԰
2mi

න න න ሾ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
െ

ஶ

ିஶ
ψ∗ሺt, xሬԦሻxሼ׏ଶψሺt, xሬԦሻሽ

൅ ሼ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻሽxψሺt, xሬԦሻሿdxdydz 
 

ൌ
԰
2mi

න න න ሾ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻxሼ׏ଶψሺt, xሬԦሻሽ

൅ ψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ଶሼxψሺt, xሬԦሻሽሿdxdydz 
 

となります．最後の式の被積分第２項で， 

 
,ଶሼxψሺt׏ xሬԦሻሽ ൌ ׏ ∙ ሺ׏x ∙ ψ ൅ x׏ψሻ 

 
ൌ ଶx׏ ∙ ψ ൅ x׏2 ∙ ψ׏ ൅ x׏ଶψ 

 

ൌ 0 ∙ ψ ൅ 2ሺ1,0,0ሻ ∙ ሺ
∂ψ
∂x

,
∂ψ
∂x

,
∂ψ
∂x
ሻ ൅ x׏ଶψ 

 

ൌ 2
∂ψ
∂x

൅ x׏ଶψ 

 

となりますので， 

 
d
dt
〈xො〉 ൌ

԰
2mi

න න න ሾ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻxሼ׏ଶψሺt, xሬԦሻሽ ൅ ψ∗ሺt, xሬԦሻሼ2

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
൅ x׏ଶψሺt, xሬԦሻሽሿdxdydz 

 



ൌ
1
m
න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെi԰

∂
∂x
ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

と変形できます．故に，運動量の x 成分の期待値は， 

 

〈pො୶〉 ൌ m
d
dt
〈xො〉 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെi԰

∂
∂x
ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻpො୶ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

と求められます．y 成分と z 成分も同様にして， 

 

〈pො୷〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെi԰

∂
∂y
ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻpො୷ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

〈pො୸〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെi԰

∂
∂z
ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻpො୸ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

となります．まとめて書くと， 

 

〈pሬԦ෠〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻpሬԦ෠ψሺt, xሬԦሻdxdydz 



 

と表すことができます． 

以上，位置と運動量の期待値を表す式を導きましたが，⼀般に波動⼒学

においては，物理量の期待値〈A෡〉は，物理量の数学的表現である演算⼦A෡を

⽤いて， 

 

〈A෡〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

で与えられるのです． 

 

Q08-5 エーレンフェストの定理 

波動⼒学では平均の物理量を表す期待値を取り扱えることがわかりま

した．それではミクロ世界を記述する波動⼒学とニュートン⼒学との関係

を⾒ていきましょう．波動⼒学は２０世紀初頭，⾰新的な理論でしたが，

ニュートン⼒学を全⾯的に否定するのではなく，それを古典的・マクロ的

な極限として含んでいる理論であることを確認していきます．前 Section

で得た運動量の x 成分の期待値を表す式， 

 

〈pො୶〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെi԰

∂
∂x
ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻpො୶ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

をもう⼀度時間で微分します． 

 
d
dt
〈pො୶〉 ൌ െi԰න න න ሼ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ
∂t

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
൅ ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂
∂t

∂
∂x
ψሺt, xሬԦሻሽdxdydz 

 



ここで，シュレディンガー⽅程式， 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻ 

 

と，その複素共役をとった式， 

 

െi԰
∂
∂t
ψ∗ሺt, xሬԦሻ ൌ ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψ∗ሺt, xሬԦሻ 

 

を代⼊して計算します． 

 
d
dt
〈pො୶〉 ൌ න න න ሾ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x

െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ
∂
∂x
ሼെ

԰ଶ

2m
ଶ׏ ൅ VሺxሬԦሻሽψሺt, xሬԦሻሿdxdydz 

 

ൌ න න න ሾ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
െ
԰ଶ

2m
ሼ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻሽ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x

൅
԰ଶ

2m
ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂
∂x
ሼ׏ଶψሺt, xሬԦሻሽ

െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ
∂VሺxሬԦሻ

∂x
ψሺt, xሬԦሻሿdxdydz 

 

ൌ െ
԰ଶ

2m
න න න ሾ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሼ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻሽ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x

െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ଶሼ
∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
ሽሿdxdydz

െ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂VሺxሬԦሻ

∂x
ψሺt, xሬԦሻሽdxdydz 

 

ここで，ベクトル解析のグリーンの定理， 

 



මሺϕ׏ଶψ െ ψ׏ଶϕሻdV ൌ ඵሺϕ
∂ψ
∂n

െ ψ
∂ϕ
∂n
ሻdS 

 

使います． 

 

െ
԰ଶ

2m
මሾሼ׏ଶψ∗ሺt, xሬԦሻሽ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ଶሼ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
ሽሿdV

ൌ െ
԰ଶ

2m
ඵሼ

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
∂ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂n
െ ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂
∂n

∂ψሺt, xሬԦሻ

∂x
ሽdS 

 

前 Section と同様に，右辺の⾯積分の表⾯は無限遠にありますが，そこで，

ψは 0 になります．（波動関数が波束を形成しているときは，この条件は問

題なく満たされます．）したがって，右辺の値は 0 です．したがって， 

 
d
dt
〈pො୶〉 ൌ െන න න ሼ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ψ∗ሺt, xሬԦሻ

∂VሺxሬԦሻ

∂x
ψሺt, xሬԦሻሽdଷx 

 

∴ m
dଶ

dxଶ
〈xො〉 ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺെ

∂VሺxሬԦሻ

∂x
ሻψሺt, xሬԦሻdଷx 

 

∴ m
dଶ

dxଶ
〈xො〉 ൌ 〈െ

∂VሺxሬԦሻ

∂x
〉 

 

となります．また，y 成分と z 成分も同様な計算により， 

 

m
dଶ

dxଶ
〈yො〉 ൌ 〈െ

∂VሺxሬԦሻ

∂y
〉 

 

m
dଶ

dxଶ
〈zො〉 ൌ 〈െ

∂VሺxሬԦሻ

∂z
〉 

 

が求められます．まとめて書くと， 



 

m
dଶ

dxଶ
〈xሬԦ෠〉 ൌ 〈െ׏VሺxሬԦሻ〉 

 

が成⽴します．これはニュートン⼒学の中核的⽅程式である運動⽅程式を

波動⼒学的に表していると考えられます．つまり，量⼦が良い近似で局在

していて，確率を表す波動関数が波束を形成しているとき，その波束の運

動が運動⽅程式に従うということです．これをエーレンフェストの定理と

いいます．波動⼒学は，量⼦が局在しているという極限でニュートン⼒学

を含んでいることになり，理論上望ましい条件を満たしているということ

が⾔えるのです． 

 

Q08-6 線形エルミート演算⼦ 

波動⼒学においては，物理量の数学的表現は演算⼦であることを確認し

ました．ここでは特に，波動⼒学における演算⼦の性質について考えてお

くことにしましょう． 

⼀般に，演算⼦A෡が， 

 
A෡ሺcଵψଵ ൅ cଶψଶ ൅⋯ሻ ൌ cଵA෡ψଵ ൅ cଶA෡ψଶ ൅⋯ 

 

という関係を満たしているとき，A෡は線形演算⼦と⾔います．（ただし，c୬は

定数，ψ୬はA෡が作⽤する関数です．）例えば，位置演算⼦は線形演算⼦です．

実際に，次のように確かめられます． 

 
xොሺcଵψଵ ൅ cଶψଶ ൅ ⋯ሻ ൌ xሺcଵψଵ ൅ cଶψଶ ൅ ⋯ሻ 

 
ൌ cଵxψଵ ൅ cଶxψଶ ൅ ⋯ 

 



ൌ cଵxොψଵ ൅ cଶxොψଶ ൅ ⋯ 
 

同様に，運動量演算⼦は線形演算⼦です． 

 

pො୶ሺcଵψଵ ൅ cଶψଶ ൅⋯ሻ ൌ െi԰
∂
∂x
ሺcଵψଵ ൅ cଶψଶ ൅ ⋯ሻ 

 

ൌ cଵሺെi԰
∂
∂x
ሻψଵ ൅ cଶሺെi԰

∂
∂x
ሻψଶ ൅⋯ 

 
ൌ cଵpො୶ψଵ ൅ cଶpො୶ψଶ ൅ ⋯ 

 

また，波動関数についての重ね合わせの原理を，シュレディンガー⽅程式

を使って確認した際，エネルギー演算⼦とハミルトニアン演算⼦の線形性

を使ったことも思い出して下さい．⼀般に，波動⼒学での物理量を表す演

算⼦は線形演算⼦であることが要請されます． 

前 Section で⾒たように，物理量の平均値に対応する期待値は，⼀般に， 

 

〈A෡〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

で与えられます．ここで，複素共役をとると， 

 

〈A෡〉∗ ൌ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψሺt, xሬԦሻሽ∗ψሺt, xሬԦሻଷdxdydz 

 

となります．期待値は理想測定値の平均値であるので，実数であることが

要請されます．したがって， 

 
〈A෡〉∗ ൌ 〈A෡〉 



 

より， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψሺt, xሬԦሻሽ∗ψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

の式が成⽴します．この関係式を満たす演算⼦A෡をエルミート演算⼦とい

います．このようにエルミート演算⼦は，実数の概念を演算⼦に拡張した

ものであるということがいえます．波動⼒学での物理量の数学的表現であ

る演算⼦はエルミート演算⼦であることが要請されます．物理量がエルミ

ート演算⼦で数学的に表現されていれば，その期待値は実数であることが

保証されるのです． 

エルミート演算⼦のより⼀般的な定義を述べておきます．任意の演算⼦

A෡が任意のψଵሺt, xሬԦሻ, ψଶሺt, xሬԦሻに対して， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψଵሺt, xሬԦሻሽ∗ψଶሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ψଵ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ାψଶሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

を満たすとき，A෡ାをA෡に対するエルミート共役演算⼦といいます．特に， 

 
A෡ା ൌ A෡ 

 

のとき，つまり⾃⼰共役の場合，A෡を⼀般的なエルミート演算⼦といいま

す．このとき，ψଵ ൌ ψଶ ൌ ψとおくと， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψሺt, xሬԦሻሽ∗ψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 



 

となり，最初のエルミート演算⼦の定義と⼀致することが確かめられます． 

波動⼒学においては，物理量の数学的表現である演算⼦について， 

 

波動⼒学での物理量を表す演算⼦は線形エルミート演算⼦です． 

 

ということが，基本的事項として要請されます．概念の発展の繋がりは， 

 

古典的物理量→波動⼒学的物理量の数学表現; 線形エルミート演算⼦ 

 

と表記されます． 

 

Q08-7 固有値 

量⼦⼒学的理想装置の理想測定値の平均値である期待値の求め⽅につ

いては，前述しました．それでは，バラツキのある理想測定値の⼀つ⼀つ

の個別値に⼀致する波動⼒学的理論値を求める⽅法について考えましょ

う． 

古典論において，理想的でない誤差の⽣じる装置で実験した場合，測定

値 a と決定論的に決まる真の値 A の間の誤差ΔA は， 

 
ΔA ≡ a െ A 

 

と表せます．この場合のΔA は実験装置の不備あるいは⼈為的な要因によ

るものです．この式を参考にして，波動⼒学の場合を考えましょう．思考

実験をしますが，誤差の⽣じない理想装置で測定すると，測定値にはバラ

ツキが⽣じます．これは実験装置の不備あるいは⼈為的なものではなく，



波動⼒学の確率的性質によるものです．上の古典論での誤差の式を参考に

して，波動⼒学における， 

 
∆A෢ ≡ A෡ െ 〈A෡〉 

 

という演算⼦を導⼊します．A෡は物理量を表すエルミート演算⼦であり，

〈A෡〉は期待値なので実数です．したがって，∆A෢はエルミート演算⼦になり

ます．エルミート演算⼦∆A෢は，バラツキのある理想測定値とその平均値で

ある期待値との差を表す演算⼦であるということがいえます．この演算⼦

∆A෢の期待値をとると， 

 

න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻ∆A෢ψሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺA෡ െ 〈A෡〉ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz

െ 〈A〉න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 
ൌ 〈A෡〉 െ 〈A෡〉 ∙ 1 

 
ൌ 0 

 

となってしまいます．バラツキのある理想測定値を平均すると期待値にな

るので，この演算⼦∆A෢の期待値が 0 になるのは理解できます．しかし，こ

のままでは，理想測定値のバラツキの程度を表すことができません．そこ

で，演算⼦∆A෢を２乗して期待値をとることにします． 

 



〈ሺ∆A෢ሻଶ〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻሺ∆A෢ሻሺ∆A෢ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

この量を分散といいます．ここで，⼀般にエルミート演算⼦は， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψሺt, xሬԦሻሽ∗ψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ න න න ψ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

という関係で表せますので，以下計算すると， 

 

〈ሺ∆A෢ሻଶ〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻ൫∆A෢൯൫∆A෢൯ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺ∆A෢ሻψሺt, xሬԦሻሽ∗ሺ∆A෢ሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺ∆A෢ሻψሺt, xሬԦሻ|ଶdxdydz 

 

ൌ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺA෡ െ 〈A෡〉ሻψሺt, xሬԦሻ|ଶdxdydz 

 

となります．いままで，量⼦⼒学的理想装置で，複数回の理想実験を実⾏

して，複数のバラツキのある理想測定値を得ている場合を考えています．

ここで，その中の確定した⼀つの理想測定値に着⽬します．この⼀つの理

想測定値を測定するとき，波動関数の量⼦⾶躍が起こっているはずです． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻ → ϕ୬ሺxሬԦሻ 

 



添え字の m は，複数ある，時間に依存しない量⼦状態を区別するための

ものです．その中のある n 番⽬の量⼦状態に量⼦⾶躍するとしています．

（量⼦状態の Chapter の内容を思い出して下さい．）この際，期待値も量

⼦⾶躍した時間に依存しない波動関数φで計算された，次の量に置き換え

ることにします． 

 

〈A෡〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz

→ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz 

 

この量は，もはや期待値とは⾔えませんが，今，着⽬している⼀つの理想

測定値と考えることができます．（この確定値をa୬と置きます．）このとき，

分散は 0 です．すなわち， 

 

〈ሺ∆A෢ሻଶ〉 ൌ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺA෡ െ 〈A෡〉ሻψሺt, xሬԦሻ|ଶdxdydz

→ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺA෡ െ a୬ሻϕ୬ሺxሬԦሻ|ଶdxdydz ൌ 0 

 

となります．この式の⽮印の右にある積分の被積分関数は絶対値の２乗の

量であるので，常に正または 0 です．したがって，この積分が 0 になると

いうことは， 

 
൫A෡ െ a୬൯ϕ୬ሺxሬԦሻ ൌ 0 

 
∴ A෡ϕ୬ሺxሬԦሻ ൌ a୬ϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

が成⽴します． 



最後の⽅程式を固有値⽅程式，ϕ୬ሺxሬԦሻを固有関数，a୬を固有値といいま

す．固有値⽅程式においては，演算⼦A෡が関数φに作⽤し，その結果がφの

定数倍になる関係になっています．そして，固有値⽅程式を解く問題を固

有値問題といいます．固有値は跳び跳びの値をもつ離散固有値の場合と，

連続的な値をもつ連続固有値の場合がありますが，どちらも解は無限個あ

ります．これまでの議論により，量⼦⼒学的理想装置における理想測定値

は，この固有値の中のいずれかになることは確実であることが理解できま

す．特に，量⼦状態ϕ୬ሺxሬԦሻの状態で測定すると，確実に測定値a୬になりま

す．しかし，時間に依存する量⼦状態ψの状態で測定する場合，測定する

前に固有値の中の特定のどれになるかを決定することは不可能であり，そ

の中の確率のみを求めることができます．（確率の求め⽅は波動⼒学の展

開の Chapter を参照して下さい．）固有値問題の例としては，時間に依存

しないシュレディンガー⽅程式， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ 

 

を挙げることができます．この微分⽅程式を解くと，波動関数は固有関数

として，エネルギーはエネルギー固有値として求められます．具体的な固

有値問題の解法については，例を取り扱っている後の４つの Chapter を⾒

て下さい．また，固有値問題の詳しい議論は波動⼒学の展開の Chapter

を参照して下さい． 

固有値について，⼀つ定理を挙げておきます．それは， 

 

エルミート演算⼦の固有値は実数になります． 

 

というものです．この定理を証明しておきます．固有値⽅程式， 



 
A෡ϕ୬ሺxሬԦሻ ൌ a୬ϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

が成⽴するものとします．ここで，A෡がエルミート演算⼦の場合， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ϕ୬ሺxሬԦሻሽ∗ϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz ൌ න න න ϕ୬∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻA෡ϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz 

 

∴ a୬∗ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz ൌ a୬ න න න ϕ୬∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz 

 
∴ a୬∗ ൌ a୬ 

 

となります．したがって，固有値a୬は実数です．（証明終．）理想実験によ

る測定値は固有値のいずれかになりますが，そこ固有値が実数であること

が保証されたことになります． 

量⼦⼒学における物理量⼀般のことをオブザーバブルといいます．その

意味は観測可能量です．ここで，物理量についての概念の発展の繋がりを

まとめておきます． 

 

古典的物理量

→ 波動⼒学的物理量; 	

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 数学的表現;線形エルミート演算⼦

理論値１; 	期待値 ൌ 理想測定値の平均値

理論値２; 	固有値 ൌ 理想測定値の個別値ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

→ 量⼦⼒学的物理量; 	オブザーバブル 



Q09 波動⼒学の展開 
Q09-1 離散固有関数と離散固有値 

波動⼒学においては，多くの微分⽅程式は固有⽅程式で表されます．跳

び跳びの性質をもつ離散固有関数と離散固有値について調べましょう．⼀

般に離散固有⽅程式は， 

 
A෡ϕ୬ሺxሬԦሻ ൌ a୬ϕ୬	ሺxሬԦሻሺn ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

という形式をしています．A෡は線形エルミート演算⼦，ϕ୬は離散固有関数，

a୬は離散固有値です．離散固有関数と離散固有値は，それぞれ添え字の⾃

然数 n で区別しています．（n は跳び跳びに変化しますが，⼀般に無限個

あります．）（時間に依存しないシュレディンガー⽅程式の解について，波

動関数φが離散固有関数になり，固有値が離散固有値となる量⼦状態を⼀

般に束縛状態といいます．）これから述べることは，時間に依存しないシ

ュレディンガー⽅程式の離散エネルギー固有関数と離散エネルギー固有

値だけに限らず，線形エルミート演算⼦の離散固有関数と離散固有値⼀般

について⾔えることです． 

エルミート演算⼦A෡について， 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ψଵሺt, xሬԦሻሽ∗ψଶሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ψଵ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψଶሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

の関係が成⽴します．ここで，時間と位置の関数ψにおいて，時間を固定

し，位置のみの関数φを特別な場合としてとることができます．そこで，

ψଵ ൌ ϕ୬, ψଶ ൌ ϕ୫とおきます． 

 



න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
A෡ϕ୬ሺxሬԦሻሽ∗ϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ න න න ϕ୬∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺtሻA෡ϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 

∴ න න න a୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ϕ୬∗ ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ න න න ϕ୬∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺtሻa୫ϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 

エルミート演算⼦の固有値は実数なので， 

 
a୬∗ ൌ a୬ 

 

です．よって， 

 

a୬ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ a୫ න න න ϕ୬∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 

∴ ሺa୬ െ a୫ሻන න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ 0 

 

となります．異なる固有関数についての固有値が等しくないとき，つまり， 

 
a୬ ് a୫ 

 

の場合， 

 

න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ 0 

 

の関係が成⽴します．このとき，固有関数は直交するといいます．すなわ

ち， 

 



エルミート演算⼦の異なる離散固有値に属する２つの離散固有関数は

直交します． 

 

という定理が証明されました．また，全空間での１個の粒⼦が観測される

確率が１であるという，時間に依存しない波動関数φについての規格化条

件， 

 

න න න |ϕሺxሬԦሻ|ଶ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
dxdydz ൌ න න න ϕ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕሺxሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

において，φとしてある n 番⽬の離散固有関数をとります．このとき， 

 

න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୬ሺxሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

の関係が成⽴します． 

さて，ある⼀つの固有値に対して，固有関数が１個しかないとき，固有

関数は縮退していないといいます．⼀⽅，ある⼀つの固有値に対して，固

有関数が g 個（g≧2）存在するとき，固有関数は g 重に縮退しているとい

います．上の議論は固有関数が縮退していないことを前提としていました

が，縮退している場合には，次のグラム-シュミットの直交化法を使いま

す．いま， 

 
ϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ , ϕ୥ሺxሬԦሻ 

 

が同じ固有値をもつ g 重に縮退した固有関数とします．まず， 

 
ϕଵ
ᇱ ሺxሬԦሻ ൌ αϕଵሺxሬԦሻ 



 

とおき，ϕଵ
ᇱ ሺxሬԦሻについての規格化条件， 

 

න න න ϕଵ
ᇱ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕଵ

ᇱ ሺxሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

を満たすように，定数αを決めます．次に， 

 
ϕଶ
ᇱ ሺxሬԦሻ ൌ βଵϕଵ

ᇱ ሺxሬԦሻ ൅ βଶϕଶሺxሬԦሻ 
 

とおき，ϕଵ
ᇱ ሺxሬԦሻとϕଶ

ᇱ ሺxሬԦሻの直交条件， 

 

න න න ϕଵ
ᇱ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕଶ

ᇱ ሺxሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ϕଵ
ᇱ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻሼβଵϕଵ

ᇱ ሺxሬԦሻ ൅ βଶϕଶሺxሬԦሻሽdxdydz 

 

ൌ βଵ ൅ βଶ න න න ϕଵ
ᇱ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕଶሺxሬԦሻdxdydz ൌ 0 

 

と，ϕଶ
ᇱ ሺxሬԦሻの規格化条件， 

 

න න න ϕଶ
ᇱ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕଶ

ᇱ ሺxሬԦሻdxdydz ൌ 0 

 

より，βଵ, βଶを決定し，ϕଶ
ᇱ ሺxሬԦሻを求めます．さらに， 

 
ϕଷ
ᇱ ሺxሬԦሻ ൌ γଵϕଵ

ᇱ ሺxሬԦሻ ൅ γଶϕଶ
ᇱ ሺxሬԦሻ ൅ γଷϕଶሺxሬԦሻ 

 

とおき，同様な議論をします．以下，その繰り返しです．最終的に得られ



た規格化条件と直交条件を満たす複数の固有関数のダッシュをとります．

このように，縮退がある場合も必ず直交化することができます. 

規格化条件と直交条件を同時に満たす条件を規格直交条件といい，次の

条件式で表すことができます． 

 

න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz ൌ δ୬୫ 

 

このときのφの集合全体を規格直交系といいます．ただし，右辺の記号は

クロネッカーのδ（デルタ）といい， 

 

δ୬୫ ≡ ൜
1	ሺn ൌ mሻ
0	ሺn ് mሻ 

 

で定義されます．⾔い直すと，離散固有関数について， 

 

離散固有値をもつエルミート演算⼦の離散固有関数の全体は，規格直交

系を形成しています． 

 

という重要な性質があります． 

時間に依存する波動関数ψについての重ね合わせの原理を，時間に依存

しない波動関数φについて適⽤した議論を思い出しましょう．（量⼦状態の

Chapter を参照して下さい．）そのとき， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

の関係式が成⽴しました．ここで，φとして規格直交系を形成する離散固



有関数の集合全体ሼϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ ሽを採った場合，任意のψは，上記のよう

に展開して表せます．（⼀般に，固有関数は無限個あるので，添え字 n は

１から無限⼤まで和をとります．以下，断りがなければ同様とします．）

このとき，規格直交系ሼϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ ሽを完全系であるといいます．完全

系を成し任意のψを展開して表せるということと，規格直交系の条件を満

たすという意味で，ሼϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ ሽを基底といいます．ここで，展開係

数は， 

 

න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz

ൌ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻሼ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻሽdxdydz 

 

ൌ ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻන න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 

ൌ ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻδ୬୫ 

 
ൌ cଵሺtሻδ୬ଵ ൅ cଶሺtሻδ୬ଶ ൅ ⋯൅ c୬ିଵሺtሻδ୬,୬ିଵ ൅ c୬ሺtሻδ୬୬

൅ c୬ାଵሺtሻδ୬,୬ାଵ ൅ ⋯ 
 

ൌ cଵሺtሻ ∙ 0 ൅ cଶሺtሻ ∙ 0 ൅ ⋯൅ c୬ିଵሺtሻ ∙ 0 ൅ c୬ሺtሻ ∙ 1
൅ c୬ାଵሺtሻ ∙ 0 ൅ ⋯ 

 
ൌ c୬ሺtሻ 

 

∴ c୬ሺtሻ ൌ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 



より，求められます．また，波動関数ψに対する規格化条件より， 

 

1 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬∗ ሺxሬԦሻሽሼ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻሽdxdydz 

 

ൌ෍c୬∗

୬,୫

ሺtሻc୫ሺtሻන න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 

ൌ෍c୬∗

୬,୫

ሺtሻc୫ሺtሻδ୬୫ 

 

ൌ෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻሼcଵሺtሻδ୬ଵ ൅ cଶሺtሻδ୬ଶ ൅ ⋯൅ c୬ିଵሺtሻδ୬,୬ିଵ ൅ c୬ሺtሻδ୬୬

൅ c୬ାଵሺtሻδ୬,୬ାଵ ൅ ⋯ሽ 
 

ൌ෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻሼcଵሺtሻ ∙ 0 ൅ cଶሺtሻ ∙ 0 ൅ ⋯൅ c୬ିଵሺtሻ ∙ 0 ൅ c୬ሺtሻ ∙ 1 ൅ c୬ାଵሺtሻ ∙ 0

൅ ⋯ሽ 
 

ൌ෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻc୬ሺtሻ 

 

ൌ෍|

ஶ

୬ୀଵ

c୬ሺtሻ|ଶ 

 

∴ ෍ |

ஶ

୬ୀଵ

c୬ሺtሻ|ଶ ൌ 1 

 



となります．ここで， 

 
c୬ሺtሻ ≡ c୬expሺെiω୬tሻ 

 

という関係がありました．（量⼦状態の Chapter を参照して下さい．）した

がって， 

 
|c୬ሺtሻ|ଶ ൌ c୬∗ሺtሻc୬ሺtሻ 

 
ൌ c୬∗exp	ሺiω୬tሻ ∙ c୬expሺെiω୬tሻ 

 
ൌ |c୬|ଶ 

 

より， 

 

෍|

ஶ

୬ୀଵ

c୬|ଶ ൌ 1	ሺ1ሻ 

 

の関係式が成⽴します．また，物理量の期待値は， 

 

〈A෡〉 ൌ න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻA෡ψሺt, xሬԦሻdxdydz 

 

ൌ න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬∗ ሺxሬԦሻሽA෡ሼ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻሽdxdydz 

 

ൌ෍c୬∗

୬,୫

ሺtሻc୫ሺtሻa୫ න න න ϕ୬∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୫ሺxሬԦሻdxdydz 

 



ൌ෍c୬∗

୬,୫

ሺtሻc୫ሺtሻa୫δ୬୫ 

 

ൌ෍a୬

ஶ

୬ୀଵ

|c୬ሺtሻ|ଶ 

 

∴ 〈A෡〉 ൌ ෍a୬

ஶ

୬ୀଵ

|c୬|ଶ	ሺ2ሻ 

 

つまり，期待値は固有値a୬に|c୬|ଶをかけて，全て n についての和をとった

ものになります．この(2)式と，その上にある(1)式より，|c୬|ଶは状態がϕ୬に

なり，固有値a୬を測定する確率であると解釈することができます．ここで，

オブザーバブルの Chapter も参考にして，離散固有関数と離散固有値につ

いて，まとめておきます． 

 

離散固有値問題で設定された物理系で，理想実験し観測すると，固有値

の中のいずれか（例えばa୬．）を測定することになります．（理論値であ

る固有値の中のいずれかが量⼦⼒学的理想測定値と⼀致することにな

ります．）⼀旦，固有値a୬を測定すると，量⼦状態を表す波動関数はそ

の固有値a୬の固有状態ϕ୬ሺxሬԦሻに量⼦⾶躍します． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍ c୫

ஶ

୫ୀଵ

ሺtሻϕ୫ሺxሬԦሻ → ϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

逆に，固有状態ϕ୬ሺxሬԦሻにおいて測定すると，測定値は必ず固有値a୬にな

ります．量⼦⾶躍は不連続的に起こり，その前後で因果関係はありませ

ん．ただし，波動関数がϕ୬ሺxሬԦሻになり，測定値に⼀致する固有値がa୬に

なる確率は，展開係数の絶対値の２乗|c୬|ଶで与えられます． 



 

 

Q09-2 δ関数 

次に連続固有関数と連続固有値を取り扱いますが，その前に数学的準備

をしておきましょう．離散固有関数を取り扱う際，クロネッカーのデルタ

という量を頻繁に使いました．定義を再掲すると， 

 

δ୬୫ ≡ ൜
1	ሺn ൌ mሻ
0	ሺn ് mሻ 

 

でした．連続固有関数の場合，それに代わってディラックのδ関数という

関数を導⼊します．定義は次のようになります． 

 

δሺx െ xᇱሻ ≡ ൜
൅∞	ሺx ൌ xᇱሻ
0					ሺx ് xᇱሻ

 

 

න δ
ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx ൌ 1 

 

δ関数は直観的には，x ൌ xᇱの点で無限⼤になる針のように尖った関数で，

x ് xᇱでは 0 の値をとります．そして，その⾯積は積分してみると丁度 1

になります．このような関数は普通の関数ではなく超関数と呼ばれるもの

です．δ関数の満たす公式を幾つか導いておきます．任意の関数 f(x)に対

して， 

 

න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx 

 

という積分を考えます．x ് xᇱで，δሺx െ xᇱሻ ൌ 0なので，x ് xᇱでの f(x)の



値は上の積分には寄与しません．したがって， 

 

න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx ൌ න fሺxᇱሻδ

ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx 

 

ここで，fሺxᇱሻは定数なので，積分の外に出すことができます． 

 

න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx ൌ fሺxᇱሻන δ

ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx 

 
ൌ fሺxᇱሻ ∙ 1 

 

∴ න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx ൌ fሺxᇱሻ 

 

離散固有関数においてクロネッカーのデルタが使われたように，連続固有

関数において，最後の関係式はよく使われます．次に，δ関数が偶関数で

あることを証明します． 

 

න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺെxሻdx ൌ න fሺെξሻδ

ିஶ

ஶ
ሺξሻሺെdξሻ 

 

ൌ න fሺെξሻδ
ஶ

ିஶ
ሺξሻdξ 

 
ൌ fሺെ0ሻ 

 
ൌ fሺ0ሻ 

 

ൌ න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺxሻdx 



 
∴ δሺxሻ ൌ δሺെxሻ 

 

また， 

 
xδሺxሻ ൌ 0 

 

が成⽴します．証明は次の通りです．f(x)を任意の関数として， 

 

න fሺxሻሼxδ
ஶ

ିஶ
ሺxሻሽdx ൌ න ሼfሺxሻxሽδ

ஶ

ିஶ
ሺxሻdx 

 
ൌ fሺ0ሻ ∙ 0 

 
ൌ 0 

 

となります．故に， 

 
xδሺxሻ ൌ 0 

 

が証明されました．（f(x)は任意の関数です．）最後に， 

 

δሺaxሻ ൌ
1
a
δሺxሻ 

 

を導きます． 

 

න fሺxሻδ
ஶ

ିஶ
ሺaxሻdx ൌ න f ൬

ξ
a
൰ δ

ஶ

ିஶ
ሺξሻ

dξ
a

 

 



ൌ
1
a
fሺ0ሻ 

 

ൌ න fሺxሻ
ஶ

ିஶ

δሺxሻ
a

dx 

 

∴ δሺaxሻ ൌ
1
a
δሺxሻ 

 

（以上，証明終．） 

ここで，⼀般に関数 f(x)のフーリエ変換， 

 

gሺkሻ ൌ
1

√2π
න f
ஶ

ିஶ
ሺxሻ expሺെikxሻ dx 

 

とフーリエ逆変換， 

 

fሺxሻ ൌ
1

√2π
න g
ஶ

ିஶ
ሺkሻ expሺikxሻ dk 

 

を考えます．f(x)として，δ関数δ(x)を代⼊すると，フーリエ変換より， 

 

gሺkሻ ൌ
1

√2π
න δ
ஶ

ିஶ
ሺxሻ expሺെikxሻ dx 

 

ൌ
1

√2π
exp	ሺെik ∙ 0ሻ 

 

ൌ
1

√2π
 

 

となります．さらに，フーリエ逆変換より， 



 

δሺxሻ ൌ
1

√2π
න

1

√2π

ஶ

ିஶ
expሺikxሻ dk 

 

∴ δሺxሻ ൌ
1
2π

න exp
ஶ

ିஶ
ሺikxሻdk 

 

このδ関数の表式はよく使われます．また，３次元のδ関数を次の式で定義

しておきます． 

 
δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ ≡ δሺx െ xᇱሻ	δሺy െ yᇱሻδሺz െ zᇱሻ 

 

上の複素数の指数関数を使った表式も３次元で表しておきます． 

 

δሺxሬԦሻ ൌ
1

ሺ2πሻଷ
න න න exp

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdk୶dk୷dk୸ 

 

 

Q09-3 連続固有関数と連続固有値 

連続した性質をもつ連続固有関数と連続固有値について調べましょう．

⼀般に連続固有⽅程式は， 

 
A෡ϕୟሺxሬԦሻ ൌ aϕୟሺxሬԦሻ 

 

という形式をしています．A෡は線形エルミート演算⼦，ϕୟは連続固有関数，

a は連続固有値です．連続固有関数と連続固有値は，a で区別しています．

（a は連続的に変化します．無限個の連続固有関数と無限個の連続固有値

があります．）（時間に依存しないシュレディンガー⽅程式の解について，

波動関数φが連続固有関数になり，固有値が連続固有値となる量⼦状態を



⼀般に散乱状態といいます．）以下の記述については，時間に依存しない

シュレディンガー⽅程式の連続エネルギー固有関数と連続エネルギー固

有値だけに限らず，線形エルミート演算⼦の連続固有関数と連続固有値⼀

般について⾔えることです． 

離散固有関数の場合と同じように，波動関数Ψを連続固有関数φで展開

することができます．ただし，離散固有関数の場合は無限級数の和でした

が，連続固有関数の場合は積分になります． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ න cୟ
ஶ

ିஶ
ሺtሻϕୟሺxሬԦሻda 

 

ここで，離散固有関数の場合と同様に，cୟሺtሻは確率に関する展開係数で， 

 

න |
ஶ

ିஶ
cୟሺtሻ|ଶda ൌ න cୟ∗

ஶ

ିஶ
ሺtሻcୟሺtሻda ൌ 1 

 

を満たします．離散固有関数の場合と同様に， 

 
|cୟሺtሻ|ଶ ൌ cୟ∗ሺtሻcୟሺtሻ 

 
ൌ cୟ∗exp	ሺiωୟtሻ ∙ cୟexpሺെiωୟtሻ 

 
ൌ |cୟ|ଶ 

 

となります．|cୟሺtሻ|ଶda ൌ |cୟ|ଶdaは状態がϕୟになり，固有値 a を測定する

確率であると解釈することができます．また，Ψは規格化条件を満たしま

す． 

 



න න න ψ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺt, xሬԦሻψሺt, xሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

この式に上のΨを展開した式を代⼊して計算します． 

 

න න න ሼ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
න cୟ∗
ஶ

ିஶ
ሺtሻϕୟ∗ሺxሬԦሻdaሽሼන cୠ

ஶ

ିஶ
ሺtሻϕୠሺxሬԦሻdbሽdxdydz ൌ 1 

 

∴ න න cୟ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺtሻcୠሺtሻdadbන න න ϕୟ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕୠሺxሬԦሻdxdydz ൌ 1 

 

最後の式と，上述した， 

 

න cୟ∗
ஶ

ିஶ
ሺtሻcୟሺtሻda ൌ 1 

 

の式を⽐較して， 

 

cୟሺtሻ ൌ න cୠ
ஶ

ିஶ
ሺtሻdbන න න ϕୟ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕୠሺxሬԦሻdxdydz 

 

が得られます．このとき，δ関数の性質より， 

 

න න න ϕୟ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕୠሺxሬԦሻdxdydz ൌ δሺa െ bሻ 

 

の関係式が成⽴します．この式を連続固有関数のδ関数規格直交条件とい

います．（このとき，上の式の右辺に代⼊して計算すると， 

 

න cୠ
ஶ

ିஶ
ሺtሻdbδሺa െ bሻ ൌ cୟሺtሻ 



 

と確かめられます．）この Section の最後に連続固有関数と連続固有値に

ついて，離散固有関数，離散固有値に対⽐させてまとめておきます． 

 

連続固有値問題で設定された物理系で，理想実験し観測すると，固有値

の中のいずれか（例えばa．）を測定することになります．（理論値であ

る固有値の中のいずれかが量⼦⼒学的理想測定値と⼀致することにな

ります．）⼀旦，固有値 a を測定すると，量⼦状態を表す波動関数はそ

の固有値 a の固有状態ϕୟሺxሬԦሻに量⼦⾶躍します． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ න cୠ
ஶ

ିஶ
ሺtሻϕୠሺxሬԦሻdb → ϕୟሺxሬԦሻ 

 

逆に，固有状態ϕୟሺxሬԦሻにおいて測定すると，測定値は必ず固有値 a にな

ります．量⼦⾶躍は不連続的に起こり，その前後で因果関係はありませ

ん．状態がϕୟになり，固有値 a を測定する確率は|cୟ|ଶdaで与えられます． 

 

 

Q09-4 表⽰ 

時間に依存しないシュレディンガー⽅程式の離散固有⽅程式， 

 
H෡ϕ୬ሺxሬԦሻ ൌ E୬ϕ୬ሺxሬԦሻ	ሺn ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

を解くと，完全系 

 
ሼϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ ሽ 

 

が得られ，これを基底に選び，任意の関数を展開することができます． 



 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

また，時間に依存しないシュレディンガー⽅程式の連続固有⽅程式， 

 
H෡ϕ୉ ൌ Eϕ୉ 

 

を解くと，完全系， 

 
ሼϕ୉ሺxሬԦሻሽ 

 

が得られ，これを基底に選び，任意の関数を展開することができます． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ න c୉
ஶ

ିஶ
ሺtሻϕ୉ሺxሬԦሻdE 

 

このように時間に依存しないシュレディンガー⽅程式のエネルギー固有

関数を基底として選び任意の関数を表すことを，エネルギー表⽰をとると

いいます． 

表⽰の取り⽅，つまり基底の選択の⽅法として，他に位置表⽰と運動量

表⽰というものが存在します．位置表⽰から考えましょう．位置演算⼦に

対する固有⽅程式はどのような形になるでしょうか？いままでの固有⽅

程式の形式で表現すると，位置演算⼦xො ൌ xについて， 

 
xොϕ୶ᇲሺxሻ ൌ xᇱϕ୶ᇲሺxሻ 

 

となるでしょう．（１次元で考えました．x が位置の変数，x´は，ある位



置の定数です．）実はこの⽅程式を満たす固有関数はδ関数であることがわ

かっています．つまり， 

 
xොδሺx െ xᇱሻ ൌ xᇱδሺx െ xᇱሻ 

 

が成⽴します．（連続固有⽅程式になります．）証明は，左辺と右辺をそれ

ぞれ積分すればできます． 

 

න xො
ஶ

ିஶ
δሺx െ xᇱሻdx ൌ න x

ஶ

ିஶ
δሺx െ xᇱሻdx 

 
ൌ xᇱ 

 

න xᇱ
ஶ

ିஶ
δሺx െ xᇱሻdx ൌ xᇱ න δ

ஶ

ିஶ
ሺx െ xᇱሻdx 

 
ൌ xᇱ 

 

３次元に⼀般化すると，位置演算⼦の固有⽅程式は次のようになります． 

 
xሬԦ෠δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ ൌ xሬԦᇱδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

位置表⽰を考えましょう．固有関数であるδ関数を基底にとり，任意の関

数ψを展開します． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ න න න c୶ሬԦᇲ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺtሻδሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻdxᇱdyᇱdzᇱ 

 

位置演算⼦の連続固有関数であるδ関数は，次のδ関数規格直交条件を満た

しています． 



 

න න න δ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻδሺxሬԦ െ xሬԦᇱᇱሻdxdydz ൌ δሺxሬԦᇱᇱ െ xሬԦᇱሻ 

 

導出は，δ関数の性質， 

 

න න න fሺxሬԦሻ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻdxdydz ൌ fሺxሬԦᇱሻ 

 

により実⾏することができます．観測による量⼦⾶躍についても考えてお

きます．連続固有関数と連続固有値の Section を参考にして，全く同じ形

式に揃えて記述すると， 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ න න න c୶ሬԦᇲᇲ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺtሻδሺxሬԦ െ xሬԦᇱᇱሻdxᇱᇱdyᇱᇱdzᇱᇱ → δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

となります．この結果は，直観的に⾮常にわかりやすいものとなっていま

す．すなわち，時間的に変動していて空間的に広がっている波動関数が，

観測した瞬間に，ある位置xሬԦᇱに局在し，粒⼦として発⾒されることになり

ます．このことは，量⼦状態の Chapter での観測による量⼦⾶躍の表式， 

 
ψሺt, xሬԦሻ → ϕ୶ሬԦᇲ 

 

と完全に⼀致します．つまり，⽮印の右にある波動関数は，ある位置xሬԦᇱに

状態が局在することを⽰しているのですが，それが位置演算⼦の固有関数

であるδ関数δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻだったということが判明したのです． 

それでは，運動量表⽰についても考えてみます．１次元の運動量演算⼦

についての固有⽅程式は， 

 



pො୶ϕ୮౮ሺxሻ ൌ p୶ϕ୮౮ሺxሻ 
 

∴ െi԰
∂
∂x
ϕ୮౮ሺxሻ ൌ p୶ϕ୮౮ሺxሻ 

 

∴
∂
∂x
ϕ୮౮ሺxሻ ൌ

i
԰
p୶ϕ୮౮ሺxሻ 

 

この微分⽅程式を満たすφは， 

 

ϕ୮౮ሺxሻ ൌ Cexpሺ
i
԰
p୶xሻ 

 

となります．C は積分定数です．３次元に拡張すると， 

 

ϕ୮ሬሬԦሺxሻ ൌ Cexpሺ
i
԰
pሬԦ ∙ xሬԦሻ 

 

となります．このとき， 

 

න න න ϕ୮ሬሬԦ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୮ሬሬԦሺxሻdxdydz

ൌ න න න C∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
exp	ሺെ

i
԰
pሬԦ ∙ xሬԦሻCexpሺ

i
԰
pሬԦ ∙ xሬԦሻ 

 

ൌ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
C|ଶdxdydz 

 

となりますが，この積分は発散します．そこで，連続固有関数の場合に取

り扱うδ関数規格直交条件を考えましょう． 

 



න න න ϕ୮ሬሬԦᇲ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୮ሬሬԦሺxሻdxdydz

ൌ න න න C∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
exp	ሺെ

i
԰
pሬԦᇱ ∙ xሬԦሻCexpሺ

i
԰
pሬԦ ∙ xሬԦሻ 

 

ൌ න න න |
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
C|ଶexp	ሼ

i
԰
ሺpሬԦ െ pሬԦᇱሻ ∙ xሬԦሽdxdydz 

 

ここで，δ関数の表式， 

 

δሺxሬԦሻ ൌ
1

ሺ2πሻଷ
න න න exp

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺikሬԦ ∙ xሬԦሻdk୶dk୷dk୸ 

 

を使うと， 

 

න න න ϕ୮ሬሬԦᇲ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୮ሬሬԦሺxሻdxdydz ൌ ሺ2π԰ሻଷ|C|ଶδሺpሬԦ െ pሬԦᇱሻ 

 

となります．ここで，δ関数規格直交条件， 

 

න න න ϕ୮ሬሬԦᇲ
∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦሻϕ୮ሬሬԦሺxሻdxdydz ൌ δሺpሬԦ െ pሬԦᇱሻ 

 

が成⽴しなければならないとします．このとき， 

 
ሺ2π԰ሻଷ|C|ଶ ൌ 1 

 

∴ |C| ൌ
1

ሺ2π԰ሻ
ଷ
ଶ

 

 

となります．したがって運動量演算⼦の連続固有関数は， 



 

ϕ୮ሬሬԦሺxሻ ൌ
1

ሺ2π԰ሻ
ଷ
ଶ

expሺ
i
԰
pሬԦ ∙ xሬԦሻ 

 

と求められます． 

この Section では，表⽰の⽅法，つまり任意の波動関数を固有関数系で

展開する場合の基底の選び⽅について⾒てきました．ここで，基底の変換

について⾔及しておきます．δ関数の Section で，δ関数のフーリエ変換と

フーリエ逆変換について考えました．３次元に拡張しておくと， 

 

g൫kሬԦ൯ ൌ
1

ሺ2πሻ
ଷ
ଶ

න න න δ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ exp൫െikሬԦ ∙ xሬԦ൯ dxdydz 

 

ൌ
1

ሺ2πሻ
ଷ
ଶ

exp൫െikሬԦ ∙ xሬԦᇱ൯ 

 

となり，位置演算⼦の固有関数であるδ関数を，フーリエ変換すると運動

量演算⼦の固有関数になります．フーリエ逆変換を考えると， 

 

δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ ൌ
1

ሺ2πሻ
ଷ
ଶ

න න න
1

ሺ2πሻ
ଷ
ଶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
exp൫െikሬԦ ∙ xሬԦᇱ൯ exp൫ikሬԦ ∙ xሬԦ൯ dk୶dk୷dk୸ 

 

となりますが，右辺を計算すると， 

 
1

ሺ2πሻଷ
න න න exp

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
൛ikሬԦ ∙ ሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻൟdk୶dk୷dk୸ ൌ δሺxሬԦ െ xሬԦᇱሻ 

 

が確かめられます．このように，運動量演算⼦の固有関数系の基底をフー

リエ逆変換したものは位置演算⼦の固有関数系の基底であるδ関数になり



ます． 

 

Q09-5 併⽴するオブザーバブル 

これから２つの Section で演算⼦の交換関係について成⽴する定理を与

えておきます．オブザーバブルが２つある場合について，次の定理が成⽴

します． 

 

ሾA෡, B෡ሿ ⟺ A෡の固有状態とB෡の固有状態は同時固有状態をなします． 

 

同時固有状態とは，その状態がA෡の固有状態でもあり，B෡の固有状態でもあ

る量⼦状態のことです．まず，（⟹）向きの証明を実⾏します．A෡とB෡が交

換可能なので， 

 
A෡B෡ ൌ B෡A෡ 

 

が成り⽴ちます．この演算⼦をA෡の固有状態ϕୟに作⽤させます． 

 
A෡B෡ϕୟ ൌ B෡A෡ϕୟ 

 
ൌ aB෡ϕୟ 

 

故に，B෡ϕୟは演算⼦A෡の固有状態になっています．したがって，B෡ϕୟはϕୟの

定数倍になるはずです． 

 
B෡ϕୟ ൌ bϕୟ 

 

この式は，A෡の固有状態ϕୟがB෡の固有状態であることを⽰しています．つま

り，A෡の固有状態とB෡の固有状態が同時固有状態であることが証明されまし



た． 

次に，逆⽅向（⟸）について証明します．まず，A෡とB෡の同時固有状態ϕ୬に

交換⼦ሾA෡, B෡ሿを作⽤させます． 

 
ൣA෡, B෡൧ϕ୬ ൌ ሺA෡B෡ െ B෡A෡ሻϕ୬ 

 
ൌ ሺa୬b୬ െ b୬a୬ሻϕ୬ 

 
ൌ 0 

 

ここで，n について和をとります． 

 

෍ሾ
୬

A෡, B෡ሿϕ୬ ൌ 0 

 

∴ ൣA෡, B෡൧෍ϕ୬
୬

ൌ 0 

 

ここで， 

 

ϕ ≡෍ϕ୬
୬

 

 

とおくと， 

 
ൣA෡, B෡൧ϕ ൌ 0 

 

となりますが，任意のφについて成⽴すると仮定すると， 

 
ൣA෡, B෡൧ ൌ 0 



 

よって，定理は証明されました． 

 

Q09-6 併⽴しないオブザーバブル 

２つのオブザーバブル（演算⼦）が⾮可換の場合，次の定理が成⽴しま

す． 

 

ሾA෡, B෡ሿ 	⟹		∆A ∙ ∆B ൒
1
2
|〈ൣA෡, B෡൧〉| 

 

ΔA とΔB は理想測定値の不確定性を表します．また，右辺の絶対値の中の

記号は演算⼦の期待値でした．この定理は，不確定性原理の Chapter にお

いて思考実験で導いておいた原理を⼀般的に表したものです．具体例とし

て，位置と運動量の間の不確定性を挙げておきます．（１次元で考えてい

ます．）交換関係， 

 
ሾxො, pො୶ሿ ൌ i԰ 

 

が成⽴しましたので， 

 

∆x ∙ ∆p୶ ൒
1
2
|〈i԰〉| 

 

∴ ∆x ∙ ∆p୶ ൒
1
2
԰ 

 

最後の式が，位置と運動量の不確定性原理の正確な表式です．それでは，

もとの⼀般的な定理を証明しましょう．まず，２つのエルミート演算⼦を

定義します． 



 

ቊ
αෝ ≡ A෡ െ 〈A෡〉
β෠ ≡ B෡ െ 〈B෡〉

 

 

ここで，次の状態χをつくります． 

 
χ ൌ ሺαෝ ൅ iλβ෠ሻϕ 

 

ただし，λは実数とします．ここで，状態の絶対値の２乗は 0 以上なので，

χについて次の式が成⽴します． 

 

න න න χ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
χdxdydz ൒ 0 

 

χに上述の式を代⼊して計算します． 

 

න න න χ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
χdxdydz ൌ න න න ϕ∗

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሺαෝ െ iλβ෠ሻሺαෝ ൅ iλβ෠ሻϕdxdydz 

 

ൌ න න න ϕ∗
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
ሼαෝଶ ൅ λiሺαෝβ෠ െ β෠αෝሻ ൅ λଶβ෠ଶሻϕdxdydz 

 
ൌ 〈β෠ଶ〉λଶ ൅ 〈iሾαෝ, β෠ሿ〉λ ൅ 〈αෝଶ〉 ൒ 0 

 

最後の不等式を変形していきます． 

 

〈β෠ଶ〉ሺλଶ ൅ 2
〈iൣαෝ, β෠൧〉

2〈β෠ଶ〉
λ ൅

〈iൣαෝ, β෠൧〉ଶ

4〈β෠ଶ〉ଶ
ሻ ൅

1

4〈β෠ଶ〉
ሺ4〈αෝଶ〉〈β෠ଶ〉 െ 〈iൣαෝ, β෠൧〉ଶሻ ൒ 0 

 

∴ 〈β෠ଶ〉ሺλ ൅
〈iൣαෝ, β෠൧〉

2〈β෠ଶ〉
ሻଶ ൅

1

4〈β෠ଶ〉
ሺ4〈αෝଶ〉〈β෠ଶ〉 െ 〈iൣA෡, B෡൧〉ଶሻ ൒ 0 



 

最後の不等式が常に成⽴するためには，最⼩値， 

 
1

4〈β෠ଶ〉
ሺ4〈αෝଶ〉〈β෠ଶ〉 െ 〈iൣA෡, B෡൧〉ଶሻ 

 

が 0 以上にならなければなりません．よって， 

 
4〈αෝଶ〉〈β෠ଶ〉 െ 〈iൣA෡, B෡൧〉ଶ ൒ 0 

 

∴ 2ඥ〈αෝଶ〉ට〈β෠ଶ〉 ൒ |〈iൣA෡, B෡൧〉| 

 

∴ ∆A ∙ ∆B ൒
1
2
|〈ൣA෡, B෡൧〉| 

 

（証明終．） 

前の Section とこの Section の定理により，次の事項が理解されます．

すなわち，２つのオブザーバブルが交換可能の場合は量⼦状態が同時固有

状態になり，２つのオブザーバブルに対して，同時に正確に理論値の計算

ができて，そして不確定性なしにそれぞれの確定値を同時に測定すること

ができます．それに対して，２つのオブザーバブルが交換不可能の場合は，

２つのオブザーバブルの間に不確定性関係が成⽴し，同時に正確な理論値

や測定値を得ることができません． 

この Chapter まで波動⼒学の⼀般論を述べてきました．次の４つの

Chapter では具体例を取り扱っていきたいと思います． 



Q10 束縛状態１:例１（⾃由粒⼦と井⼾型ポテンシャル） 
Q10-1 １次元無限空間の中の⾃由粒⼦ 

前の Chapter まで，波動⼒学の⼀般論を展開しました．この Chapter

から具体例を取り扱うことにします．最も簡単な例は，１個の⾃由粒⼦だ

と考えられます．⾃由という意味は電場や磁場などの外場がなく，他のい

ずれとも相互作⽤しないということです．⾔い直すとポテンシャルは 0 に

なります．⾃由粒⼦の粒⼦というのは，量⼦のことを意味し，例えば電⼦

などを想像して下さい．ここで，簡単のため，空間次元は１次元と限定し

ます．もとになる時間に依存しないシュレディンガー⽅程式は， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ	ሺq06 െ 2ሻ 

 

ですが，⼀般に，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

と与えられています．今考えている，空間次元が１次元でポテンシャルが

0 の場合は，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
 

 

となります．したがって，解くべきシュレディンガー⽅程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．これを少し変形します． 



 
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ െ

2mE
԰ଶ

ϕሺxሻ 

 

ここで，⾃由粒⼦のエネルギーE は正なので， 

 

k୶ଶ ≡
2mE
԰ଶ

 

 

とおくと，⽅程式は， 

 
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ െk୶ଶϕሺxሻ 

 

となります．この微分⽅程式は固有⽅程式です．以下，解法を⽰しておく

ことにします． 

 
ϕ ൌ αexp	ሺλxሻ 

 

とおき，微分⽅程式に代⼊します．（αとλは複素数の定数とします．） 

 
αλଶ expሺλxሻ ൌ െk୶ଶαexp	ሺλxሻ 

 
∴ λଶ ൌ െk୶ଶ 

 
∴ λ ൌ േik୶ 

 

故に，解は， 

 
ϕ ൌ αଵ expሺik୶xሻ ൅ αଶ expሺെik୶xሻ	ሺ1ሻ 



 

となります．さらに，複素数の指数関数を三⾓関数で表して計算します． 

 
ϕ ൌ αଵሺcos k୶x ൅ i sin k୶xሻ ൅ αଶሺcos k୶x െ i sin k୶xሻ 

 
ൌ ሺαଵ െ αଶሻi ∙ sin k୶x ൅ ሺαଵ ൅ αଶሻ cos k୶ x 

 

ここで，２つの複素数の定数を導⼊して， 

 

൜
A ≡ ሺαଵ െ αଶሻi
B ≡ αଵ ൅ αଶ

 

 

とおくと， 

 
ϕ ൌ Asin k୶x ൅ B cos k୶ x	ሺ2ሻ 

 

という⼀般解が得られます．（波動関数は⼀般に複素数の関数でしたね．）

この波動関数φが１次元空間いっぱいに広がっていて，粒⼦はどこにある

かは，観測前はわかりません．（⼆重性の中の波動性が現れています．）た

だその存在確率のみ計算することができるのです．このような状況の中で，

観測という⾏為を⾏うと波動関数が量⼦⾶躍し，１次元の全空間の中のど

こかに電⼦が発⾒されます．（粒⼦性が現れます．） 

ここで，注意しなければならないことがあります．今，１次元空間は負

の無限⼤から正の無限⼤にとってあるので，規格化条件を計算すると無限

⼤になってしまうということです．実際に計算してみます．（(1)式の⼀般

解を使います．） 

 



න ϕ∗
ஶ

ିஶ
ϕdx ൌ න ሼ

ஶ

ିஶ
αଵ
∗ expሺെik୶xሻ

൅ αଶ
∗ expሺik୶xሻ ሼαଵ expሺik୶xሻ ൅ αଶ expሺെik୶xሻሽ݀ݔ 

 

ൌ න ሼ
ஶ

ିஶ
|αଵ|ଶ ൅ |αଶ|ଶ ൅ αଵ

∗αଶ expሺെik୶xሻ ൅ αଵαଶ
∗ expሺik୶xሻሽdx 

 

ൌ ሾሺ|αଵ|ଶ ൅ |αଶ|ଶሻx ൅
1
ik୶

ሼെαଵ
∗αଶ expሺെik୶xሻ

൅ αଵαଶ
∗ expሺik୶xሻሽሿିஶஶ  

 

ൌ ሺ|αଵ|ଶ ൅ |αଶ|ଶሻሼ∞ െ ሺെ∞ሻሽ ൅
1
ik୶

ሺ有限値ሻ 

 
ൌ ∞ 

 

このことは，１次元全宇宙空間に１個の⾃由粒⼦が存在していた場合，波

動関数は遠⽅でも減衰しないため，無限遠から無限遠まで存在確率は 0 で

はないことを反映しています．しかし，全体の存在確率が 1 ではなく，無

限⼤になってしまう状況は，物理的に意味がありません．次の Section で

回避策を考えましょう． 

 

Q10-2 １次元箱の中の⾃由粒⼦ 

存在確率の無限⼤を避ける簡単な⽅法は，量⼦を箱の中に⼊れることで

す．今考えているのは１次元ですから，箱というのは，この場合線分にな

ります．（以下この線分のことを箱ということにします．）この箱の中に量

⼦状態を表す波動関数が存在しています．その解は，前 Section より， 

 
ϕ ൌ Asin k୶x ൅ B cos k୶ x	ሺ2ሻ 

 

であることがわかっています．量⼦は箱の中に存在しているので，その箱



の中以外での存在確率は 0 になります．したがって，量⼦状態を表す波動

関数も箱の中以外では 0 の値をとります．⼀般に，波動関数に関しては，

座標についてなめらかな連続関数でなければならないという条件が付き

ます．つまり，φとその⼀階微分のφ´が⾄る所で連続でなければなりませ

ん．しかし，この場合，箱の外は完全に存在確率 0 としているので，境界

でなめらかなという条件，すなわちφ´が連続であるという条件は成⽴しま

せん．そこで，箱の境界でφが連続であるという境界条件のみを書くと，

次のようになります． 

 
ϕሺ0ሻ ൌ ϕሺLሻ ൌ 0 

 

（１次元の箱の⻑さをLにして，0からLまでの領域に箱を置きました．）

この境界条件を(2)式の⼀般解に適⽤します．ϕሺ0ሻ ൌ 0より， 

 
ϕሺ0ሻ ൌ A ∙ 0 ൅ B ∙ 1 ൌ 0 

 
∴ B ൌ 0 

 
∴ ϕ ൌ A sin k୶x 

 

となります．さらに，ϕሺLሻ ൌ 0より， 

 
ϕሺLሻ ൌ 	A sin k୶L ൌ 0 

 

となります．ここで，A=0 とすると，波動関数が恒等的に 0 になってし

まい，不適となります．したがって， 

 
sin k୶L ൌ 0 



 
∴ k୶L ൌ nπ 

 

∴ k୶ ൌ
nπ
L

 

 

となります．ここで，n は整数です．故に，固有関数は， 

 

ϕ୬ሺxሻ ൌ A sin
nπ
L
x 

 

と表せます．（これは離散固有関数であることがわかります．したがって，

量⼦状態は束縛状態ということになりますね．）n=0 とすると，波動関数

が位置によらずに 0 になり，意味のある量⼦状態になりません．また，

n ൌ െ1,െ2,⋯などは，n ൌ 1,2,⋯のときの逆符号になるだけで，独⽴な解

にはなりません．よって，n ൌ 1,2,⋯となります．（n を量⼦数といいます．）

n=1 の状態を基底状態といい，n ൌ 2,3,⋯の状態を励起状態といいます．

また，離散エネルギー固有値は， 

 

E ൌ
԰ଶk୶ଶ

2m
 

 

ൌ
԰ଶ

2m
ሺ
nπ
L
ሻଶ 

 

ൌ
πଶ԰ଶ

2mLଶ
nଶ 

 

となり，跳び跳びの値をもちます．エネルギー固有値は，n=1 のとき最⼩

値をとりますが，0 にはなりません．これを零点エネルギーといいます．

絶対零度の場合でもエネルギーは０ではないのです．このことは古典的に



は考えられない，量⼦⼒学の特徴です． 

次に，箱（１次元の線分）の全領域における存在確率が１であるという

規格化条件を適⽤して，定数 A を決定します． 

 

න ϕ୬ଶ
୐

଴
dx ൌ Aଶ න sinଶ

୐

଴
ቀ
nπ
L
xቁ dx 

 

ൌ Aଶ න
1 െ cosሺ

2nπ
L xሻ

2

୐

଴
dx 

 

ൌ Aଶሾ
x
2
െ

L
4nπ

sinሺ
2nπ
L

xሻሿ଴
୐ 

 

ൌ Aଶ
L
2
ൌ 1 

 

∴ A ൌ ඨ
2
L
 

 

∴ ϕ୬ሺxሻ ൌ ඨ
2
L
sin

nπ
L
x	ሺn ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

最後の式が規格化された離散固有関数になります．さらに，量⼦数の異な

る離散固有関数が直交することを確かめておきます．n≠m のとき， 

 

න ϕ୬∗
୐

଴
ϕ୫dx ൌ

2
L
න sin
୐

଴
ሺ
nπ
L
xሻ sinሺ

mπ
L
xሻdx 

 

ൌ െ
1
L
න ሼ
୐

଴
cos

ሺn ൅ mሻπ
L

x െ cos
ሺn െ mሻπ

L
xሽdx 



 

ൌ െ
1
L
ሾ

L
ሺn ൅mሻπ

sin
ሺn ൅ mሻπ

L
x െ

L
ሺn െmሻπ

sin
ሺn െ mሻπ

L
xሿ଴
୐ 

 
ൌ 0 

 

となります．まとめると，離散固有関数は規格直交条件， 

 

න ϕ୬∗
୐

଴
ϕ୫dx ൌ δ୬୫ 

 

を満たし，規格直交系を成すということが確認されました． 

 

Q10-3 ３次元箱の中の⾃由粒⼦ 

空間を１次元にすることは，状況を簡単にして，また計算をしやすくす

るというメリットがありますが，現実の空間は３次元です．そこで，３次

元の箱の中にある１個の⾃由粒⼦を考えていきましょう．箱は⽴⽅体の場

合を考え，直交座標で，(0,0,0)，(L,0,0)，(0,L,0)，(0,0,L)，(L,L,0)，

(L,0,L)，(0,L,L)，(L,L,L)を頂点にとります．もとになる時間に依存しな

いシュレディンガー⽅程式は， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ	ሺq06 െ 2ሻ 

 

で，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

でした．ここで，⾃由粒⼦を扱いますので，ポテンシャルは 0 です．した



がって，シュレディンガー⽅程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ 

 

となります．この微分⽅程式を変数分離の⽅法で解くことにします．すな

わち，波動関数φを， 

 
ϕሺxሬԦሻ ≡ XሺxሻYሺyሻZሺzሻ 

 

とし，x，y，z のそれぞれの関数の積であるとします．このとき，微分⽅

程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
ሺ
dଶX
dxଶ

YZ ൅
dଶY
dyଶ

XZ ൅
dଶZ
dzଶ

XYሻ ൌ EXYZ 

 

∴

dଶX
dxଶ
X

൅

dଶY
dyଶ

Y
൅

dଶZ
dzଶ
Z

ൌ െ
2mE
԰ଶ

 

 

となります．最後の式で，左辺第１項は x だけの関数，左辺第２項は y だ

けの関数，左辺第３項は z だけの関数です．そして，この３つの項が右辺

の定数に等しいということは，それぞれの項が定数でなければならないと

いうことになります．ここで，x ⽅向，y ⽅向，z ⽅向については特別な⽅

向がなく，３⽅向は同等な⽅向であることに注意しましょう．右辺の定数

が負の値をとっているということは，左辺のそれぞれの項も負の定数にな

ります．そこで， 

 



ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
dଶX
dxଶ
X

ൌ െk୶ଶ

dଶY
dyଶ

Y
ൌ െk୷ଶ

dଶZ
dzଶ
Z

ൌ െk୸ଶ

 

 

と置くことができます．故に， 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
dଶX
dxଶ

ൌ െk୶ଶX

dଶY
dyଶ

ൌ െk୷ଶY

dଶZ
dzଶ

ൌ െk୸ଶZ

 

 

という微分⽅程式が導かれます．これは前 Section の１次元箱の中の⾃由

粒⼦と全く同じ⽅程式で，境界条件もそれぞれの変数について 0 から L ま

でと同じになっています．よって，解は， 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ Xℓሺxሻ ൌ A sin

ℓπ
L
x	ሺℓ ൌ 1,2,⋯ ሻ

Y୫ሺyሻ ൌ B sin
mπ
L
y	ሺm ൌ 1,2,⋯ ሻ

Z୬ሺzሻ ൌ C sin
nπ
L
z	ሺn ൌ 1,2,⋯ ሻ

 

 

となります．全体の波動関数は，ABC をあらためて A と置きなおして， 

 

ϕℓ୫୬ሺxሬԦሻ ൌ A sinሺ
ℓπ
L
xሻ sinሺ

mπ
L
y ሻsinሺ

nπ
L
zሻ	ሺℓ,m, n ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 



となります．次に，規格化条件から定数 A の値を決定します． 

 

න ϕℓ୫୬
ଶ

୐

଴
dx ൌ Aଶ න sinଶ

୐

଴
൬
ℓπ
L
x൰ dxන sinଶ

୐

଴
ቀ
mπ
L
yቁ dyන sinଶ

୐

଴
ቀ
nπ
L
zቁ dz 

 

ここで， 

 

න sinଶ
୐

଴
൬
ℓπ
L
x൰ dx ൌ න

1 െ cosሺ
2ℓπ
L xሻ

2

୐

଴
dx 

 

ൌ ሾ
x
2
െ

L
4ℓπ

sinሺ
2ℓπ
L

xሻሿ଴
୐ 

 

ൌ
L
2
 

 

なので， 

 

න ϕℓ୫୬
ଶ

୐

଴
dx ൌ Aଶሺ

L
2
ሻଷ ൌ 1 

 

∴ A ൌ ඨ
8
Lଷ

 

 

となります．まとめると， 

 

ϕℓ୫୬ሺxሬԦሻ ൌ ඨ
8
Lଷ
sinሺ

ℓπ
L
xሻ sinሺ

mπ
L
y ሻsinሺ

nπ
L
zሻ	ሺℓ,m, n ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

となります．また，エネルギー固有値は， 



 

െk୶ଶ െ k୷ଶ െ k୸ଶ ൌ െ
2mE
԰ଶ

 

 

∴ E ൌ
԰ଶ

2m
ሺk୶ଶ ൅ k୷ଶ ൅ k୸ଶሻ 

 

∴ Eℓ୫୬ ൌ
԰ଶ

2m
ሼሺ
ℓπ
L
ሻଶ ൅ ሺ

mπ
L
ሻଶ ൅ ሺ

nπ
L
ሻଶሽ	ሺℓ,m, n ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

と求められます．ℓ ൌ m ൌ n ൌ 1の場合が基底状態，それ以外のエネルギー

の⾼い状態が励起状態です． 

箱の中に１個の量⼦が⾃由に存在している場合，観測前は波動関数φが

箱⼀杯に定常波を形成して広がっています．波動性が現れていて，粒⼦性

は表に出てきません．ここで，何らかの⽅法で観測すると量⼦⾶躍が起こ

り，箱の中のどこかに粒⼦が１個⾒つかります．（粒⼦性の現れ．）観測の

前後に因果関係はなく，波動関数からその存在確率のみを計算することが

できるのです． 

 

Q10-4 １次元井⼾型ポテンシャルとシュレディンガー⽅程式 

 

 



 

１次元井⼾型ポテンシャルとは，図のような形をしたポテンシャルです．

式で書くと， 

 

Vሺxሻ ൌ ൜
0						ሺെa ൏ ݔ ൏ ܽሻ
V଴	ሺx ൏ െܽ, ݔ ൐ ܽሻ 

 

となります．ただし，a とV଴は正の定数です．このポテンシャルの中に１

個の量⼦（例えば電⼦．）がある状況を考えましょう．この量⼦のエネル

ギーE がV଴より⼩さく正の場合を取り扱ってみます． 

 
0 ൏ E ൏ V଴ 

 

このとき，量⼦状態は束縛状態になり，量⼦はポテンシャルの井⼾の底付

近に局在することになります．束縛状態の場合は離散固有関数と離散固有

値が得られるはずです． 

それでは，この系について時間に依存しないシュレディンガー⽅程式を

⽴てましょう．もとになる時間に依存しないシュレディンガー⽅程式は， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ	ሺq06 െ 2ሻ 

 

ですが，⼀般に，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

と与えられています．１次元の系では，x ⽅向のみが関係してきます． 

ここで，െa ൏ ݔ ൏ ܽの領域を考えます．ポテンシャルの値が 0 なので，



ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
 

 

となります．したがって，解くべきシュレディンガー⽅程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．これを少し変形します． 

 
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ െ

2mE
԰ଶ

ϕሺxሻ 

 

ここで，量⼦のエネルギーE は正なので， 

 

k୶ଶ ≡
2mE
԰ଶ

 

 

とおくと，⽅程式は， 

 
∂ଶ

∂xଶ
ϕሺxሻ ൌ െk୶ଶϕሺxሻ	ሺ3ሻ 

 

となります． 

次に，x ൏ െܽ, ݔ ൐ ܽの領域を⾒てみます．１次元なので x ⽅向のみ関係

し，ポテンシャルの値は定数V଴なので，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
∂ଶ

∂xଶ
൅ V଴ 



 

となります．したがって，シュレディンガー⽅程式は， 

 

ሺെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅ V଴ሻϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．この式を変形していきます． 

 
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
ϕ ൌ ሺV଴ െ Eሻϕ 

 

∴
dଶ

dxଶ
ϕ ൌ

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ

ϕ 

 

ここで，E ൏ V଴なので，右辺の係数は正になります．そこで， 

 

αଶ ≡
2mሺV଴ െ Eሻ

԰ଶ
 

 

とおくことができます．解くべき固有⽅程式は， 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ αଶϕሺxሻ	ሺ4ሻ 

 

となります． 

 

Q10-5 シュレディンガー⽅程式の解とパリティ 

前の Section の２つの固有⽅程式の解を求めましょう．െa ൏ ݔ ൏ ܽの領

域における(3)式は，⾃由粒⼦の微分⽅程式と全く同じ⽅程式なので， 

 



ϕሺxሻ ൌ A sin k୶ x ൅ B cos k୶ x	ሺ2ሻ 
 

という解を持ちます．ただし，A と B は定数です． 

次に，x ൏ െܽ, ݔ ൐ ܽの領域を考えます． 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ αଶϕሺxሻ	ሺ4ሻ 

 

を解きます． 

 
ϕ ൌ βexp	ሺλxሻ 

 

とおき，微分⽅程式(4)式に代⼊します．（βとλは複素数の定数とします．） 

 
βλଶ expሺλxሻ ൌ αଶβexp	ሺλxሻ 

 
∴ λଶ ൌ αଶ 

 
∴ λ ൌ േα 

 

故に，解は， 

 
ϕሺxሻ ൌ C expሺെαxሻ ൅ Dexpሺαxሻ 

 

となります．（C と D は定数です．）ここで，x ൏ െܽの領域では，x → െ∞に

おいてφが発散しないという境界条件より，C=0 になります．同様に，x ൐ ܽ

の領域では，x → ൅∞においてφが発散しないという境界条件より，D=0

になります．まとめると， 

 



ϕሺxሻ ൌ ൜
Dexpሺαxሻሺx ൏ െܽሻ
Cexpሺെαxሻሺx ൐ ܽሻ

	ሺ5ሻ 

 

となります． 

次に，１次元井⼾型ポテンシャルの問題について，パリティという概念

を導⼊します．１次元井⼾型ポテンシャルが偶関数であることに注意しま

しょう．（V(x)=V(-x)．）時間に依存しない１次元シュレディンガー⽅程

式， 

 

ሼെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅ Vሺxሻሽϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

において，x → െxと置き換えると， 

 

ሼെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅ Vሺxሻሽϕሺെxሻ ൌ Eϕሺെxሻ 

 

となり，φ(-x)も解になります．独⽴な解が１つの場合，解φ(-x)は解φ(x)

の定数倍になります．つまり， 

 
ϕሺെxሻ ൌ cϕሺxሻ 

 

が成⽴します．（c は定数です．）さらに，x → െxと置き換えると， 

 
ϕሺxሻ ൌ cϕሺെxሻ 

 
ൌ c ∙ cϕሺxሻ 

 
ൌ cଶϕሺxሻ 

 



となります．故に， 

 
cଶ ൌ 1 

 
∴ c ൌ േ1 

 

と，c は特定されます．したがって，波動関数φ(x)は偶関数，または奇関

数のどちらかになります．このことを量⼦状態のパリティは偶または奇で

あるといいます． 

 

Q10-6 パリティ偶の解 

この Section では，パリティが偶の場合を取り扱います．この場合，波

動関数は偶関数になります．領域はx ൐ 0を考えれば⼗分です．このとき，

解は次のようになります．(2)式と(5)式より， 

 
ϕሺxሻ ൌ B cos k୶ x	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺെαxሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．（φは偶関数なので，A=0 としました．）これら２式をそれぞ

れ x で微分すると， 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ െk୶B sin k୶x	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ െαCexpሺെαxሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．このとき，x=a でφはなめらかに接続していなければなりま

せん．したがって，x=a でφが連続であるという条件より， 



 
B cos k୶ a ൌ Cexpሺെαaሻ	ሺ6ሻ 

 

の関係が成⽴します．さらに，x=a でφ´が連続であるという条件より， 

 
െk୶B sin k୶a ൌ െαCexpሺെαaሻ 

 
∴ k୶B sin k୶a ൌ αCexpሺെαaሻ	ሺ7ሻ 

 

の関係が成⽴します．ここで，(7)÷(6)をつくると次のようになります． 

 
k୶B sin k୶a
B cos k୶ a

ൌ
αCexpሺെαaሻ

Cexpሺെαaሻ
 

 
∴ k୶ tan k୶ a ൌ α 

 

⾒やすくするために， 

 

൜
ξ ≡ k୶a
η ≡ αa  

 

とおくと， 

 
ξ tan ξ ൌ η	ሺ8ሻ 

 

が成⽴します．ここで， 

 
ξଶ ൅ ηଶ ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻaଶ 

 

ൌ ሼ
2mE
԰ଶ

൅
2mሺV଴ െ Eሻ

԰ଶ
ሽaଶ 



 

∴ ξଶ ൅ ηଶ ൌ
2mV଴aଶ

԰ଶ
	ሺ9ሻ 

 

の関係があります．(8)式と(9)式を連⽴すればエネルギー固有値を求める

ことができます．ただし，解析的な⽅法ではなく，グラフを使って解くこ

とになります．このとき，エネルギー固有値は跳び跳びの値をとります．

（離散エネルギー固有値になります．） 

 

Q10-7 パリティ奇の解 

この Section では，パリティが奇の場合を取り扱います．この場合，波

動関数は奇関数になります．領域はx ൐ 0を考えれば⼗分です．このとき，

解は次のようになります．(2)式と(5)式より， 

 
ϕሺxሻ ൌ A sin k୶ x	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺെαxሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．（φは奇関数なので，B=0 としました．）これら２式をそれぞ

れ x で微分すると， 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ k୶A cos k୶x	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ െαCexpሺെαxሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．このとき，x=a でφはなめらかに接続していなければなりま

せん．したがって，x=a でφが連続であるという条件より， 

 
A sin k୶ a ൌ Cexpሺെαaሻ	ሺ10ሻ 



 

の関係が成⽴します．さらに，x=a でφ´が連続であるという条件より， 

 
k୶A cos k୶a ൌ െαCexpሺെαaሻ	ሺ11ሻ 

 

の関係が成⽴します．ここで，(11)÷(10)をつくると次のようになります． 

 
k୶A cos k୶a
A sin k୶ a

ൌ
െαCexpሺെαaሻ

Cexpሺെαaሻ
 

 
∴ k୶ cot k୶ a ൌ െα 

 

⾒やすくするために， 

 

൜
ξ ≡ k୶a
η ≡ αa  

 

とおくと， 

 
ξ cot ξ ൌ െη	ሺ12ሻ 

 

が成⽴します．ここで，前 Section の 

 

ξଶ ൅ ηଶ ൌ
2mV଴aଶ

԰ଶ
	ሺ9ሻ 

 

の関係がありました．(12)式と(9)式を連⽴すればエネルギー固有値を求

めることができます．ただし，解析的な⽅法ではなく，グラフを使って解

くことになります．このとき，エネルギー固有値は跳び跳びの値をとりま

す．（離散エネルギー固有値になります．） 



エネルギーの値は，0 ൏ ܧ ൏ V଴の場合を考えました．このとき，古典的

にはx ൏ െܽ, ݔ ൐ ܽの領域で量⼦は存在しないはずです．しかし，上記のよ

うに波動関数φは 0 ではなく，したがって存在確率密度|ϕ|ଶも 0 ではあり

ません．この原因は量⼦の波動性が現れていると考えることができます．

つまり，観測する前は量⼦状態が確率の波として存在し，それが染み出て

いるという訳です．ポテンシャルの壁の外側に量⼦が染み出る現象をトン

ネル効果といいます．古典論では考えられない，量⼦⼒学特有の現象です． 



Q11 散乱状態１:例２（ポテンシャル障壁） 
Q11-1 １次元ポテンシャル障壁 

 

 
 

１次元ポテンシャル障壁のポテンシャルは，図のような形をしたもので

す．式で書くと， 

 

Vሺxሻ ൌ ൜
0	ሺݔ ൏ 0, ݔ ൐ ܽሻ
V଴			ሺ0 ൏ x ൏ ܽሻ 

 

となります．ただし，a とV଴は正の定数です．物理的な状況設定としては，

x=-∞からエネルギーE の量⼦のビームが⼊射され，障壁において透過ま

たは反射するようにします．（古典的には0 ൏ ܧ ൏ V଴ならば全て反射するは

ずです．波動⼒学においてはどうのようになるでしょうか？）なお，⼊射

波，反射波，透過波は⼀定の状態に落ち着いており，定常状態になってい

ると考えることができます．時間に依存しないシュレディンガー⽅程式を

⽤いて議論していきましょう． 

 

Q11-2 0 ൏ ܧ ൏ V଴の場合のシュレディンガー⽅程式とその解 

まず，0 ൏ ܧ ൏ V଴の場合を考えましょう．この系について時間に依存し



ないシュレディンガー⽅程式を⽴てます．もとになる⽅程式は， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ	ሺq06 െ 2ሻ 

 

ですが，⼀般に，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

と与えられています．１次元の系を考えていますので，x ⽅向のみが関係

してきます．x<0，x>a の領域においてはポテンシャルが 0 なので，シュ

レディンガー⽅程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．これを少し変形します． 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ െ

2mE
԰ଶ

ϕሺxሻ 

 

ここで，量⼦のエネルギーE は正なので， 

 

k୶ଶ ≡
2mE
԰ଶ

 

 

とおくと，⽅程式は， 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ െk୶ଶϕሺxሻ 



 

となります．x<0 の領域において，この微分⽅程式の⼀般解は指数関数を

使うと， 

 
ϕሺxሻ ൌ Aexpሺik୶xሻ ൅ Bexpሺെik୶xሻ	ሺx ൏ 0ሻ 

 

となります．このφから時間に依存する波動関数Ψを表すとき，φに

exp	ሺെiωtሻをかけることになります．したがって，解の第１項は x の正の

⽅向に進⾏する波，つまり⼊射波を表し，解の第２項は x の負の⽅向に進

⾏する波，つまり反射波を表していることになります．x>a の解も同形の， 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺik୶xሻ ൅ Dexpሺെik୶xሻ 

 

となりますが，この領域では透過波のみが存在するので，D=0 になります．

すなわち， 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺik୶xሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．次に，0<x<a の領域を考えましょう．この領域ではポテン

シャルがV଴なので，シュレディンガー⽅程式は， 

 

ሺെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅ V଴ሻϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．これを少し変形します． 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ

ϕሺxሻ 

 



ここで，0 ൏ ܧ ൏ V଴の場合を考えているので， 

 

αଶ ≡
2mሺV଴ െ Eሻ

԰ଶ
 

 

とおくと，⽅程式は， 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ αଶϕሺxሻ 

 

となります．この⽅程式の⼀般解は， 

 
ϕሺxሻ ൌ Fexpሺαxሻ ൅ Gexpሺെαxሻ	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 

となります． 

波動関数はなめらかな連続関数でなければならないので，x=0 と x=a

において，φとφ´が連続であるという境界条件を満たすことになります．

境界条件を⽴てる前に，φ´を求めておきます． 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ ik୶Aexpሺik୶xሻ െ ik୶Bexpሺെik୶xሻ	ሺx ൏ 0ሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ ik୶Cexpሺik୶xሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ αFexpሺαxሻ െ αGexpሺെαxሻ	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 

それでは，境界条件を⽴てましょう．x=0 でφが連続であるという条件は， 

 
A ൅ B ൌ F ൅ G	ሺ1ሻ 

 

となります．x=0 でφ´が連続であるという条件は， 



 
ik୶ሺA െ Bሻ ൌ αሺF െ Gሻ	ሺ2ሻ 

 

となります．x=a でφが連続であるという条件は， 

 
Cexpሺik୶aሻ ൌ Fexpሺαaሻ ൅ Gexpሺെαaሻ	ሺ3ሻ 

 

となります．x=a でφ´が連続であるという条件は， 

 
ik୶Cexpሺik୶aሻ ൌ αFexpሺαaሻ െ αGexpሺെαaሻ	ሺ4ሻ 

 

となります．未知量が５つあり式が４つなので，未知量の値を求めること

はできませんが，B/A，C/A といった係数の⽐を求めることはできます．

以下，計算していきます．(1)×α+(2)より 

 
ሺα ൅ ik୶ሻA ൅ ሺα െ ik୶ሻB ൌ 2αF 

 

となります．(1)×α-(2)より 

 
ሺα െ ik୶ሻA ൅ ሺα ൅ ik୶ሻB ൌ 2αG 

 

となります．(3)×α+(4)より 

 
ሺα ൅ ik୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ 2αFexpሺαaሻ 

 

となります．(3)×α-(4)より 

 
ሺα െ ik୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ 2αGexpሺെαaሻ 

 



となります．上の１番⽬と２番⽬の式を，それぞれ３番⽬と４番⽬の式に

代⼊すると，次式を得ることができます． 

 
ሺα ൅ ik୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ ሼሺα ൅ ik୶ሻA ൅ ሺα െ ik୶ሻBሽexpሺαaሻ	ሺ5ሻ 

 
ሺα െ ik୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ ሼሺα െ ik୶ሻA ൅ ሺα ൅ ik୶ሻBሽexpሺെαaሻ	ሺ6ሻ 

 

ここで,(5)÷(6)をつくり，計算していきます． 

 
α ൅ ik୶
α െ ik୶

ൌ
ሼሺα ൅ ik୶ሻA ൅ ሺα െ ik୶ሻBሽexpሺαaሻ
ሼሺα െ ik୶ሻA ൅ ሺα ൅ ik୶ሻBሽexpሺെαaሻ

 

 

∴
α ൅ ik୶
α െ ik୶

ൌ
ሼሺα ൅ ik୶ሻ ൅ ሺα െ ik୶ሻ

B
Aሽexpሺ2αaሻ

ሺα െ ik୶ሻ ൅ ሺα ൅ ik୶ሻ
B
A

 

 

∴ ሺα ൅ ik୶ሻሼሺα െ ik୶ሻ ൅ ሺα ൅ ik୶ሻ
B
A
ሽ

ൌ ሺα െ ik୶ሻሼሺα ൅ ik୶ሻ ൅ ሺα െ ik୶ሻ
B
A
ሽexpሺ2αaሻ 

 

∴ ሺαଶ ൅ k୶ଶሻ ൅ ሺα ൅ ik୶ሻଶ
B
A
ൌ ሺαଶ ൅ k୶ଶሻexpሺ2αaሻ ൅ ሺα െ ik୶ሻଶ

B
A
expሺ2αaሻ 

 

∴ ሼሺα ൅ ik୶ሻଶ െ ሺα െ ik୶ሻଶ	expሺ2αaሻሽ
B
A
ൌ ሺαଶ ൅ k୶ଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ 

 

∴
B
A
ൌ

ሺαଶ ൅ k୶ଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ
ሺα ൅ ik୶ሻଶ െ ሺα െ ik୶ሻଶ	expሺ2αaሻ

 

 

∴
B
A
ൌ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ
ሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻ

 

 



最後の式は，反射波の複素振幅 B と⼊射波の複素振幅 A の⽐を表してい

ます．また，(5)式の両辺を A で割って計算していきます． 

 

ሺα ൅ ik୶ሻ
C
A
expሺik୶aሻ ൌ ൜ሺα ൅ ik୶ሻ ൅ ሺα െ ik୶ሻ

B
A
ൠ expሺαaሻ 

 

∴
C
A
ൌ ሺ1 ൅

α െ ik୶
α ൅ ik୶

∙
B
A
ሻexpሺαaሻexpሺെik୶aሻ 

 

ൌ ሾ1 ൅
α െ ik୶
α ൅ ik୶

∙
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ

ሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻ
ሿexpሺαaሻexpሺെik୶aሻ 

 

ൌ
ሺα ൅ ik୶ሻሼሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻሽ ൅ ሺα െ ik୶ሻሺk୶ଶ ൅ αଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ

ሺα ൅ ik୶ሻሼሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻሽ
 

ൈ expሺαaሻexpሺെik୶aሻ 
 

ቀ分⼦ቁ ൌ ሺik୶ ൅ αሻଷ െ ሺെk୶ଶ െ αଶሻሺik୶ െ αሻ expሺ2αaሻ

൅ ሺα െ ik୶ሻሺk୶ଶ ൅ αଶሻ expሺ2αaሻ െ ሺα െ ik୶ሻሺk୶ଶ ൅ αଶሻ 
 

ൌ ሺik୶ ൅ αሻଷ െ ሺα െ ik୶ሻሺk୶ଶ ൅ αଶሻ 
 

ൌ െik୶ଷ െ 3k୶ଶα ൅ 3ik୶αଶ ൅ αଷ െ k୶ଶα െ αଷ ൅ ik୶ଷ ൅ ik୶αଶ 
 

ൌ െ4k୶ଶα ൅ 4ik୶αଶ 
 

ൌ 4ik୶αሺik୶ ൅ αሻ 
 

∴
C
A
ൌ

4ik୶αሺik୶ ൅ αሻ
ሺik୶ ൅ αሻଷ െ ሺെk୶ଶ െ αଶሻሺik୶ െ αሻexp	ሺ2αaሻ

expሺαaሻexpሺെik୶aሻ 

 



ൌ
4ik୶αሺik୶ ൅ αሻ

ሺik୶ ൅ αሻଷ െ ሺik୶ ൅ αሻሺik୶ െ αሻሺik୶ െ αሻexp	ሺ2αaሻ
expሺαaሻexpሺെik୶aሻ 

 

ൌ
4ik୶αexp	ሼሺα െ ik୶ሻaሽ

ሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶexp	ሺ2αaሻ
 

 

最後の式は透過波の複素振幅Cと⼊射波の複素振幅Aの⽐を表しています． 

ここで，⼊射波，反射波，透過波の確率の流れ密度 j を調べておきます．

量⼦状態の Chapter で定義したように， 

 

ȷԦሺt, xሬԦሻ ≡
԰
2mi

ሼψ∗ሺt, xሬԦሻ׏ψሺt, xሬԦሻ െ ሺ׏ψ∗ሺt, xሬԦሻሻψሺt, xሬԦሻሽ 

 

ですが，１次元に書きなおすと， 

 

ȷԦሺt, xሬԦሻ ൌ
԰
2mi

ሼψ∗ሺt, xሻ
d
dx
ψሺt, xሻ െ ൬

d
dx
ψ∗ሺt, xሻ൰ψሺt, xሻሽ 

 

となります．ここで， 

 
ϕሺxሻ ൌ Aexpሺik୶xሻ ൅ Bexpሺെik୶xሻ	ሺx ൏ 0ሻ 

 

に対して確率の流れ密度を計算します． 

 

ȷԦሺt, xሬԦሻ ൌ
԰
2mi

ሾሼA∗expሺെik୶xሻ ൅ B∗expሺik୶xሻሽሼik୶Aexpሺik୶xሻ

െ ik୶Bexpሺെik୶xሻሽ െ ሼെik୶A∗expሺെik୶xሻ
൅ ik୶B∗expሺik୶xሻሽሼAexpሺik୶xሻ ൅ Bexpሺെik୶xሻሽሿ 

 

ൌ
԰
2mi

ሺ2ik୶|A|ଶ െ 2ik୶|B|ଶሻ 

 



ൌ
԰k୶
m

ሺ|A|ଶ െ |B|ଶሻ 

 

ここで，⼊射波の流れ密度j୅と反射波の流れ密度j୆を次のように表すこと

ができるでしょう． 

 

j୅ ൌ
԰k୶
m

|A|ଶ 

 

j୆ ൌ
԰k୶
m

|B|ଶ 

 

同様に， 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺik୶xሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

に対して，確率の流れ密度を計算します． 

 

ȷԦሺt, xሬԦሻ ൌ
԰
2mi

ሼC∗expሺെik୶xሻik୶Cexpሺik୶xሻ ൅ ik୶C∗expሺെik୶xሻCexpሺik୶xሻሽ 

 

ൌ
԰
2mi

ሺ2ik୶|C|ଶሻ 

 

ൌ
԰k୶
m

|C|ଶ 

 

よって，透過波の流れ密度jେを次のように表すことができるでしょう． 

 

jେ ൌ
԰k୶
m

|C|ଶ 

 



確率の流れ密度の⽐により，反射率と透過率を計算することができます．

反射率は， 

 

j୆
j୅
ൌ

԰k୶
m |B|ଶ

԰k୶
m |A|ଶ

 

 

ൌ |
B
A
|ଶ 

 

となり，透過率は， 

 

jେ
j୅
ൌ

԰k୶
m |C|ଶ

԰k୶
m |A|ଶ

 

 

ൌ |
C
A
|ଶ 

 

と表されます． 

それでは，実際に反射率と透過率を計算してみましょう．まず，反射率

を求めます． 

 

|
B
A
|ଶ ൌ ሺ

B
A
ሻ∗
B
A
 

 

ൌ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ

ሺെik୶ ൅ αሻଶ െ ሺെik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻ

ൈ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽ

ሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶ	expሺ2αaሻ
 

 



ቀ分⺟ቁ ൌ ሼሺെik୶ ൅ αሻሺik୶ ൅ αሻሽଶ െ ሼሺik୶ ൅ αሻସ ൅ ሺik୶ െ αሻସሽ expሺ2αaሻ

൅ ሼሺik୶ ൅ αሻሺik୶ െ αሻሽଶexp	ሺ4αaሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ ሼሺെk୶ଶ ൅ 2ik୶α ൅ αଶሻଶ

൅ ሺെk୶ଶ െ 2ik୶α ൅ αଶሻଶሽ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ ሺ2k୶ସ െ 8k୶ଶαଶ ൅ 2αସ െ 4k୶ଶαଶሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 

∴ |
B
A
|ଶ

ൌ ሾ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺ2αaሻ െ 1ሽଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺെ2αaሻ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺ2αaሻ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺαaሻ െ exp	ሺെαaሻሽଶ
ሿିଵ 

 
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺെ2αaሻ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺ2αaሻ 

 
ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺ2αaሻ ൅ expሺെ2αaሻ െ 2ሽ ൅ 2ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ

െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺαaሻ െ expሺെαaሻሽଶ ൅ 16k୶ଶαଶ 
 

∴ |
B
A
|ଶ ൌ ሾ1 ൅

16k୶ଶαଶ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺαaሻ െ expሺെαaሻሽଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
4k୶ଶαଶ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼ
expሺαaሻ െ exp	ሺെαaሻ

2 ሽଶ
ሿିଵ 

 



ൌ ሼ1 ൅
4k୶ଶαଶ

ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶsinhଶαa
ሽିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
4
2mE
԰ଶ

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ

ሼ
2mE
԰ଶ ൅

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ ሽଶsinhଶαa

ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
16mଶEሺV଴ െ Eሻ
4mଶV଴

ଶsinhଶαa
ሽିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

ሽିଵ 

 

次に透過率を計算します． 

 

|
C
A
|ଶ ൌ ሺ

C
A
ሻ∗
C
A
 

 

ൌ
െ4ik୶αexp	ሼሺα ൅ ik୶ሻaሽ

ሺെik୶ ൅ αሻଶ െ ሺെik୶ െ αሻଶexp	ሺ2αaሻ

ൈ
4ik୶αexp	ሼሺα െ ik୶ሻaሽ

ሺik୶ ൅ αሻଶ െ ሺik୶ െ αሻଶexp	ሺ2αaሻ
 

 

ቀ分⺟ቁ ൌ ሼሺെik୶ ൅ αሻሺik୶ ൅ αሻሽଶ െ ሼሺെik୶ ൅ αሻସ ൅ ሺik୶ ൅ αሻଶሽ expሺ2αaሻ

൅ ሼሺik୶ ൅ αሻሺik୶ െ αሻሽଶexp	ሺ4αaሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ ሼሺെk୶ଶ െ 2ik୶α ൅ αଶሻଶ

൅ ሺെk୶ଶ ൅ 2ik୶α ൅ αଶሻଶሽ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 

ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ ሺ2k୶ସ െ 8k୶ଶαଶ ൅ 2αସ െ 4k୶ଶαଶሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 



ൌ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ

൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ 
 

∴ |
C
A
|ଶ

ൌ ሼ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ expሺ2αaሻ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺ4αaሻ

16k୶ଶαଶexp	ሺ2αaሻ
ሽିଵ 

 

ൌ ሼ
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺെ2αaሻ െ 2ሺk୶ସ െ 6k୶ଶαଶ ൅ αସሻ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶexp	ሺ2αaሻ

16k୶ଶαଶ
ሽିଵ 

 

ൌ ሾ
16k୶ଶαଶ ൅ ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺ2αaሻ ൅ expሺെ2αaሻሽ െ 2ሺk୶ସ ൅ 2k୶ଶαଶ ൅ αସሻ

16k୶ଶαଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼexpሺ2αaሻ ൅ expሺെ2αaሻ െ 2ሽ

16k୶ଶαଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶሼ

expሺαaሻ ൅ exp	ሺെαaሻ
2 ሽଶ

4k୶ଶαଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
ሺk୶ଶ ൅ αଶሻଶsinhଶαa

4k୶ଶαଶ
ሽିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
ሼ
2mE
԰ଶ ൅

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ ሽଶsinhଶαa

4
2mE
԰ଶ

2mሺV଴ െ Eሻ
԰ଶ

ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
4mଶV଴

ଶsinhଶαa
16mଶEሺV଴ െ Eሻ

ሽିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻ
ሽିଵ 

 



古典的には，0 ൏ ܧ ൏ V଴の場合，透過率は 0 になると思われます．しかし，

上記のように波動⼒学による計算では，確かに透過率が存在するのです．

この現象も井⼾型ポテンシャルの場合と同じようにトンネル効果の現れ

です．波動関数の存在により，量⼦はポテンシャルの壁を透過するのです．

また，予想されるように，反射率と透過率を⾜し合わせた値は１になりま

す． 

 

|
B
A
|ଶ ൅ |

C
A
|ଶ ൌ

1

1 ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

൅
1

1 ൅
V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻ

 

 

ൌ
1 ൅

V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻ ൅ 1 ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

ሼ1 ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

ሽሼ1 ൅
V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻሽ
 

 

ൌ
2 ൅

V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻ ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

2 ൅
V଴
ଶsinhଶαa

4EሺV଴ െ Eሻ ൅
4EሺV଴ െ Eሻ
V଴
ଶsinhଶαa

 

 
ൌ 1 

 

 

Q11-3 ܧ ൐ V଴の場合のシュレディンガー⽅程式とその解 

この Section では，ܧ ൐ V଴の場合を考えます．x<0，x>a の領域におい

てはポテンシャルが 0 なので，シュレディンガー⽅程式は， 

 

െ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 



となります．これは，前 Section の場合と全く同じ⽅程式です．したがっ

て， 

 

k୶ଶ ≡
2mE
԰ଶ

 

 

とおくと，解は次のようになります．x<0 の領域において， 

 
ϕሺxሻ ൌ Aexpሺik୶xሻ ൅ Bexpሺെik୶xሻ	ሺx ൏ 0ሻ 

 

となります．解の第１項は⼊射波を表し，解の第２項は反射波を表してい

ます．x>a の解は， 

 
ϕሺxሻ ൌ Cexpሺik୶xሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 

となります．次に，0<x<a の領域を考えましょう．シュレディンガー⽅

程式は， 

 

ሺെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅ V଴ሻϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．これを少し変形します． 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ െ

2mሺE െ V଴ሻ
԰ଶ

ϕሺxሻ 

 

ここで，ܧ ൐ V଴の場合を考えているので， 

 

βଶ ≡
2mሺE െ V଴ሻ

԰ଶ
 



 

とおくと，⽅程式は， 

 
dଶ

dxଶ
ϕሺxሻ ൌ െβଶϕሺxሻ 

 

となります．この⽅程式の⼀般解は， 

 
ϕሺxሻ ൌ Fexpሺiβxሻ ൅ Gexpሺെiβxሻ	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 

となります． 

ここで，x=0 と x=a において，φとφ´が連続であるという境界条件を

満たさなければなりません．境界条件を⽴てる前に，φ´を求めておきます． 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ ik୶Aexpሺik୶xሻ െ ik୶Bexpሺെik୶xሻ	ሺx ൏ 0ሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ ik୶Cexpሺik୶xሻ	ሺx ൐ ܽሻ 

 
ϕᇱሺxሻ ൌ iβFexpሺiβxሻ െ iβGexpሺെiβxሻ	ሺ0 ൏ ݔ ൏ ܽሻ 

 

それでは，境界条件を⽴てましょう．x=0 でφが連続であるという条件は， 

 
A ൅ B ൌ F ൅ G	ሺ7ሻ 

 

となります．x=0 でφ´が連続であるという条件は， 

 
k୶ሺA െ Bሻ ൌ βሺF െ Gሻ	ሺ8ሻ 

 

となります．x=a でφが連続であるという条件は， 



 
Cexpሺik୶aሻ ൌ Fexpሺiβaሻ ൅ Gexpሺെiβaሻ	ሺ9ሻ 

 

となります．x=a でφ´が連続であるという条件は， 

 
k୶Cexpሺik୶aሻ ൌ βFexpሺiβaሻ െ βGexpሺെiβaሻ	ሺ10ሻ 

 

となります．未知量が５つあり式が４つなので，未知量の値を求めること

はできませんが，B/A，C/A といった係数の⽐を求めることはできます．

以下，計算していきます．(7)×β+(8)より 

 
ሺβ ൅ k୶ሻA ൅ ሺβ െ k୶ሻB ൌ 2βF 

 

となります．(7)×β-(8)より 

 
ሺβ െ k୶ሻA ൅ ሺβ ൅ k୶ሻB ൌ 2βG 

 

となります．(9)×β+(10)より 

 
ሺβ ൅ k୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ 2βFexpሺiβaሻ 

 

となります．(9)×β-(10)より 

 
ሺβ െ k୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ 2βGexpሺെiβaሻ 

 

となります．上の１番⽬と２番⽬の式を，それぞれ３番⽬と４番⽬の式に

代⼊すると，次式を得ることができます． 

 
ሺβ ൅ k୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ ሼሺβ ൅ k୶ሻA ൅ ሺβ െ k୶ሻBሽexpሺiβaሻ	ሺ11ሻ 



 
ሺβ െ k୶ሻCexpሺik୶aሻ ൌ ሼሺβ െ k୶ሻA ൅ ሺβ ൅ k୶ሻBሽexpሺെiβaሻ	ሺ12ሻ 

 

ここで,(11)÷(12)をつくり，計算していきます． 

 
β ൅ k୶
β െ k୶

ൌ
ሼሺβ ൅ k୶ሻA ൅ ሺβ െ k୶ሻBሽexpሺ2iβaሻ

ሺβ െ k୶ሻA ൅ ሺβ ൅ k୶ሻB
 

 

∴
β ൅ k୶
β െ k୶

ൌ
ቄሺβ ൅ k୶ሻ ൅ ሺβ െ k୶ሻ

B
Aቅ expሺ2iβaሻ

ሺβ െ k୶ሻ ൅ ሺβ ൅ k୶ሻ
B
A

 

 

∴ ሺβ ൅ k୶ሻሼሺβ െ k୶ሻ ൅ ሺβ ൅ k୶ሻ
B
A
ሽ

ൌ ሺβ െ k୶ሻ ൜ሺβ ൅ k୶ሻ ൅ ሺβ െ k୶ሻ
B
A
ൠ expሺ2iβaሻ 

 

∴ ሺβଶ െ k୶ଶሻ ൅ ሺβ ൅ k୶ሻଶ
B
A
ൌ ሺβଶ െ k୶ଶሻexpሺ2iβaሻ ൅ ሺβ െ k୶ሻଶ

B
A
expሺ2iβaሻ 

 

∴ ሼሺβ ൅ k୶ሻଶ െ ሺβ െ k୶ሻଶexpሺ2iβaሻሽ
B
A
ൌ ሺβଶ െ k୶ଶሻሼexpሺ2iβaሻ െ 1ሽ 

 

∴
B
A
ൌ

ሺβଶ െ k୶ଶሻሼexpሺ2iβaሻ െ 1ሽ
ሺβ ൅ k୶ሻଶ െ ሺβ െ k୶ሻଶexpሺ2iβaሻ

 

 

∴
B
A
ൌ

ሺk୶ଶ െ βଶሻሼ1 െ expሺ2iβaሻሽ
ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻ

 

 

最後の式は，反射波の複素振幅 B と⼊射波の複素振幅 A の⽐を表していま

す．また，(11)式の両辺を A で割って計算していきます． 

 

ሺβ ൅ k୶ሻ
C
A
expሺik୶aሻ ൌ ൜ሺβ ൅ k୶ሻ ൅ ሺβ െ k୶ሻ

B
A
ൠ expሺiβaሻ 



 

∴
C
A
ൌ ሺ1 ൅

β െ k୶
β ൅ k୶

∙
B
A
ሻexp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ 

 

ൌ ሾ1 ൅
β െ k୶
β ൅ k୶

∙
ሺk୶ଶ െ βଶሻሼ1 െ expሺ2iβaሻሽ

ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻ
ሿexp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ 

 

ൌ
ሺβ ൅ k୶ሻሼሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻሽ ൅ ሺβ െ k୶ሻሺk୶ଶ െ βଶሻሼ1 െ expሺ2iβaሻሽ

ሺβ ൅ k୶ሻሼሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻሽ
 

ൈ exp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ 
 

ቀ分⼦ቁ ൌ ሺk୶ ൅ βሻଷ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻሺk୶ െ βሻexpሺ2iβaሻ ൅ ሺβ െ k୶ሻሺk୶ଶ െ βଶሻ

െ ሺβ െ k୶ሻሺk୶ଶ െ βଶሻexpሺ2iβaሻ 
 

ൌ ሺk୶ ൅ βሻଷ ൅ ሺβ െ k୶ሻሺk୶ଶ െ βଶሻ 
 

ൌ k୶ଷ ൅ 3k୶ଶβ ൅ 3k୶βଶ ൅ βଷ ൅ k୶ଶβ െ βଷ െ k୶ଷ ൅ k୶βଶ 
 

ൌ 4k୶ଶβ ൅ 4k୶βଶ 
 

ൌ 4k୶βሺk୶ ൅ βሻ 
 

∴
C
A
ൌ

4k୶βሺk୶ ൅ βሻ
ሺβ ൅ k୶ሻሼሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻሽ

exp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ 

 

ൌ
4k୶βexp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ

ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻ
 

 

最後の式は透過波の複素振幅Cと⼊射波の複素振幅Aの⽐を表しています． 

それでは，反射率と透過率を計算してみましょう．まず，反射率を求め

ます． 

 



|
B
A
|ଶ ൌ ሺ

B
A
ሻ∗
B
A
 

 

ൌ
ሺk୶ଶ െ βଶሻሼ1 െ expሺെ2iβaሻሽ

ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺെ2iβaሻ
ൈ

ሺk୶ଶ െ βଶሻሼ1 െ expሺ2iβaሻሽ
ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻ

 

 

ቀ分⺟ቁ ൌ ሺk୶ ൅ βሻସ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ	expሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ ൅ ሺk୶ െ βሻସ 

 
ൌ ሺk୶ଶ ൅ 2k୶β ൅ βଶሻଶ ൅ ሺk୶ଶ െ 2k୶β ൅ βଶሻଶ െ ሺk୶ଶ

െ βଶሻଶሼ	expሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

ൌ ሺ2k୶ସ ൅ 8k୶ଶβଶ ൅ 2βସ ൅ 4k୶ଶβଶሻ െ ሺk୶ଶ

െ βଶሻଶሼ	expሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

ൌ 2ሺk୶ସ ൅ 6k୶ଶβଶ ൅ βସሻ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ	expሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

∴ |
B
A
|ଶ ൌ ሾ

2ሺk୶ସ ൅ 6k୶ଶβଶ ൅ βସሻ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ	expሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ1 െ expሺ2iβaሻሽሼ1 െ expሺെ2iβaሻሽ

ሿିଵ 

 

ൌ ሾ
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ	2 െ expሺ2iβaሻ െ expሺെ2iβaሻሽ െ 2ሺk୶ଶ െ βଶሻଶ ൅ 2ሺk୶ସ ൅ 6k୶ଶβଶ ൅ βସሻ

ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ	2 െ expሺ2iβaሻ െ expሺെ2iβaሻሽ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 െ
16k୶ଶβଶ

ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺiβaሻ െ expሺെiβaሻሽଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
4k୶ଶβଶ

ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ
expሺiβaሻ െ expሺെiβaሻ

2i ሽଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
4k୶ଶβଶ

ሺk୶ଶ െ βଶሻଶsinଶβa
ሽିଵ 

 



ൌ ሾ1 ൅
4
2mE
԰ଶ

2mሺE െ V଴ሻ
԰ଶ

ሼ
2mE
԰ଶ െ

2mሺE െ V଴ሻ
԰ଶ ሽଶsinଶβa

ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
16mଶEሺE െ V଴ሻ
4mଶV଴

ଶsinଶβa
ሽିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

ሽିଵ 

 

次に透過率を計算します． 

 

|
C
A
|ଶ ൌ ሺ

C
A
ሻ∗
C
A
 

 

ൌ
4k୶βexp	ሼെiሺβ െ k୶ሻaሽ

ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺെ2iβaሻ
ൈ

4k୶βexp	ሼiሺβ െ k୶ሻaሽ
ሺk୶ ൅ βሻଶ െ ሺk୶ െ βሻଶexpሺ2iβaሻ

 

 

ቀ分⺟ቁ ൌ ሺk୶ ൅ βሻସ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ ൅ ሺk୶ െ βሻସ 

 
ൌ ሺk୶ଶ ൅ 2k୶β ൅ βଶሻଶ ൅ ሺk୶ଶ െ 2k୶β ൅ βଶሻଶ െ ሺk୶ଶ

െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

ൌ ሺ2k୶ସ ൅ 8k୶ଶβଶ ൅ 2βସ ൅ 4k୶ଶβଶሻ െ ሺk୶ଶ

െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

ൌ ሺ2k୶ସ ൅ 12k୶ଶβଶ ൅ 2βସሻ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ 
 

∴ |
C
A
|ଶ

ൌ ሼ
ሺ2k୶ସ ൅ 12k୶ଶβଶ ൅ 2βସሻ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ

16k୶ଶβଶ
ሽିଵ 

 



ൌ ሼ
16k୶ଶβଶ ൅ 2ሺk୶ସ െ 2k୶ଶβଶ ൅ βସሻ െ ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻሽ	

16k୶ଶβଶ
ሽିଵ 

 

ൌ ሾ1 െ
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺ2iβaሻ ൅ expሺെ2iβaሻ െ 2ሽ

16k୶ଶβଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 െ
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼexpሺiβaሻ െ exp	ሺെiβaሻሽଶ

16k୶ଶβଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶሼ

expሺiβaሻ െ exp	ሺെiβaሻ
2i ሽଶ

4k୶ଶβଶ
ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
ሺk୶ଶ െ βଶሻଶsinଶβa

4k୶ଶβଶ
ሽିଵ 

 

ൌ ሾ1 ൅
ሼ
2mE
԰ଶ െ

2mሺE െ V଴ሻ
԰ଶ ሽଶsinଶβa

4
2mE
԰ଶ

2mሺE െ V଴ሻ
԰ଶ

ሿିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
4mଶV଴

ଶsinଶβa
16mଶEሺE െ V଴ሻ

ሽିଵ 

 

ൌ ሼ1 ൅
V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ
ሽିଵ 

 

予想されるように，反射率と透過率を⾜し合わせた値は１になります． 

 

|
B
A
|ଶ ൅ |

C
A
|ଶ ൌ

1

1 ൅
4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

൅
1

1 ൅
V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ

 

 



ൌ
1 ൅

V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ
൅ 1 ൅

4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

ሼ1 ൅
4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

ሽሼ1 ൅
V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ
ሽ
 

 

ൌ
2 ൅

V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ
൅
4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

2 ൅
V଴
ଶsinଶβa

4EሺE െ V଴ሻ
൅
4EሺE െ V଴ሻ
V଴
ଶsinଶβa

 

 
ൌ 1 



Q12 束縛状態２:例３（調和振動⼦） 
Q12-1 １次元調和振動⼦のシュレディンガー⽅程式 

古典的には調和振動⼦とは，ばね振り⼦や単振り⼦のような系でした．

そして，全ての任意の振動はフーリエ解析により，調和振動⼦に分解でき

るという強⼒な性質をもっています．その調和振動⼦を量⼦⼒学的に取り

扱ってみましょう．簡単のため，空間は１次元にします．時間に依存しな

いシュレディンガー⽅程式を⽴ててみます．もとになる⽅程式は， 

 
H෡ϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ	ሺq06 െ 2ሻ 

 

ですが，⼀般に，ハミルトニアンは， 

 

H෡ ൌ െ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺxሬԦሻ 

 

と与えられています．１次元の系を考えていますので，x ⽅向のみが関係

してきます．また，古典論における１次元調和振動⼦のポテンシャルは， 

 

Vሺxሻ ൌ
1
2
mωଶxଶ 

 

と表すことができます．ただし，m は質量，ωは⾓振動数です．（振動の

中⼼を原点にとっています．）このポテンシャルは量⼦化しても，同じ式

で表せます．故に，シュレディンガー⽅程式は， 

 

ሺെ
԰ଶ

2m
dଶ

dxଶ
൅
1
2
mωଶxଶሻϕሺxሻ ൌ Eϕሺxሻ 

 

となります．この⽅程式を解きやすくするために， 



 

ξ ≡ ට
mω
԰

x	ሺx ൌ ඨ
԰
mω

ξሻ 

 

λ ≡
2E
԰ω

	ሺE ൌ
԰ωλ
2
ሻ 

 
fሺξሻ ൌ ϕሺxሻ 

 

という変数の変換をします．このとき， 

 
dϕ
dx

ൌ
dξ
dx

df
dξ

 

 

ൌ ට
mω
԰

df
dξ

 

 

∴
dଶϕ
dxଶ

ൌ
d
dx
ሺ
dϕ
dx
ሻ 

 

ൌ
dξ
dx

d
dξ
ሺට
mω
԰

df
dξ
ሻ 

 

ൌ ට
mω
԰

d
dξ
ሺට
mω
԰

df
dξ
ሻ 

 

ൌ
mω
԰

dଶf
dξଶ

 

 

となります．新しい変数でシュレディンガー⽅程式を書きなおすと，次の

ようになります． 

 



ሺെ
԰ଶ

2m
mω
԰

dଶ

dξଶ
൅
1
2
mωଶ ԰

mω
ξଶሻfሺξሻ ൌ

԰ωλ
2

fሺξሻ 

 

∴ ሺെ
԰ω
2

dଶ

dξଶ
൅
԰ω
2
ξଶሻfሺξሻ ൌ

԰ωλ
2

fሺξሻ 

 

∴ ሺെ
dଶ

dξଶ
൅ ξଶሻfሺξሻ ൌ λfሺξሻ	ሺ1ሻ 

 

(1)式は常微分⽅程式の固有⽅程式です．次の Section 以降で解いていき

ましょう． 

 

Q12-2 エルミート多項式による解法 

この Section では，(1)式を解析的に解くことを試みます．ξ→±∞の極

限を考えると，ξ>>λなので，⽅程式は， 

 
dଶf
dξଶ

≅ ξଶf 

 

と，近似されます．この式の漸近解は， 

 

fሺξሻ ≅ Aexpሺേ
ξଶ

2
ሻ 

 

です．（ただし，A は定数です．）ここで，指数関数の肩で正の符号をとる

と，ξ→±∞で f は発散してしまい，量⼦の存在確率が無限⼤になってしま

います．そこで，指数関数の肩の符号は負であると決定されます． 

この漸近解をもとに，⽅程式の⼀般解を求めましょう．そのために，ξ

の関数 u(ξ)を導⼊して， 

 



fሺξሻ ൌ uሺξሻexp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ 

 

と，置きます．ここで，f をξで微分していくと，次のようになります． 

 
df
dξ
ൌ
du
dξ
exp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ uξexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴
dଶf
dξଶ

ൌ
dଶu
dξଶ

exp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ െ 2

du
dξ
ξexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ uexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൅ uξଶexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

このとき，(1)式は， 

 

െሼ
dଶu
dξଶ

exp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ െ 2

du
dξ
ξexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ uexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൅ uξଶexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻሽ

൅ ξଶuexp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ ൌ λuexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴
dଶu
dξଶ

exp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ െ 2

du
dξ
ξexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ uexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൅ λuexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ 0 

 

∴
dଶu
dξଶ

െ 2ξ
du
dξ

൅ ሺλ െ 1ሻu ൌ 0	ሺ2ሻ 

 

となります．(2)式を解くために，u はξのべき級数で展開できると仮定し

ます．すなわち， 

 

u ൌ c଴ ൅ cଵξ ൅ cଶξଶ ൅ ⋯ ൌ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ξୱ 

 

とします．（cୱは展開係数です．）ここで，u をξで微分していきます． 



 

du
dξ

ൌ cଵ ൅ 2cଶξ ൅ 3cଷξଶ ൅ ⋯ ൌ෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱξୱିଵ 

 

dଶu
dξଶ

ൌ 2cଶ ൅ 2 ∙ 3cଷξ ൅ ⋯ ൌ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶξୱ 

 

これらの式を，(2)式に代⼊して計算します． 

 

෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶξୱ െ 2ξ෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱξୱିଵ ൅ ሺλ െ 1ሻ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ξୱ ൌ 0 

 

∴෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶξୱ െ 2෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱξୱ ൅ ሺλ െ 1ሻ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ξୱ ൌ 0 

 

∴෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶξୱ െ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

2s ൅ 1 െ λሻcୱξୱ ൌ 0 

 

最後の式が成⽴するためには，ξୱの係数は全て 0 にならなければなりませ

ん．したがって， 

 
ሺs ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶ ൌ ሺ2s ൅ 1 െ λሻcୱ 

 

が成り⽴ちます．ここで，１次元調和振動⼦のポテンシャルが偶関数であ

ることに注意しましょう．このとき，例２（井⼾型ポテンシャル）の

Chapter でのパリティについての議論により，波動関数φ(x)は偶関数また

は奇関数であることがわかります．すなわち，f(ξ)が偶関数または奇関数

なので，結局 u(ξ)が偶関数または奇関数ということになります．よって，



u はξについて，偶べきのみか，または奇べきのみの級数になります．また，

この級数はξについての無限級数ではなく，有限な級数にならなければな

りません．何故ならば，古典的な１次元調和振動⼦は原点付近で振動を続

けますが，量⼦⼒学的な系においても，波動関数は原点付近に局在するこ

とが考えられるからです．つまり，x→±∞（ξ→±∞）において，φ（つま

り f，すなわち u）が 0 にならなければなりません．繰り返しますが，u

は偶べきのみ，または奇べきのみの級数です．その級数が有限であるため

には，上式より， 

 
λ ൌ 2n ൅ 1	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

の関係が満たされていることが，条件になります．このとき，級数の途中

から， 

 
cୱାଶ, cୱାସ, cୱା଺,⋯ 

 

は，全て 0 になります． 

ここで，エネルギー固有値E୬を求めます． 

 

E ൌ
԰ωλ
2

 

 

ൌ
԰ω
2
ሺ2n ൅ 1ሻ 

 

∴ E୬ ൌ ԰ωሺn ൅
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

ポテンシャルの中でのエネルギー固有値を図で⽰しておきます．エネルギ



ー固有値は離散的な値をもつことが理解できます．また，量⼦は束縛状態

にあることも確認できます． 

 

 
 

量⼦数 n が増えるに従って，エネルギーは増⼤していきます．n=0 の状態

を基底状態，n が 2 以上の状態を励起状態といいます．n=0 のとき，エネ

ルギーが最⼩値をとり，絶対零度の状態になります．古典的にはエネルギ

ーは 0 になるはずですが，この場合も量⼦は零点振動をしています．量⼦

⼒学では不確定性原理のため，量⼦は静⽌することができないのです． 

次に，(2)式， 

 
dଶu
dξଶ

െ 2ξ
du
dξ

൅ ሺλ െ 1ሻu ൌ 0	ሺ2ሻ 

 

の解を求めましょう．この式に， 

 
λ ൌ 2n ൅ 1	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

を代⼊すると， 

 



dଶu
dξଶ

െ 2ξ
du
dξ

൅ 2nu ൌ 0 

 

となります．この⽅程式と同形の， 

 
dଶH୬
dξଶ

െ 2ξ
dH୬
dξ

൅ 2nH୬ ൌ 0	ሺ3ሻ 

 

の微分⽅程式を満たすξの n 次の多項式H୬ሺξሻをエルミート多項式といいま

す．u はH୬で表されます．エルミート多項式は⺟関数， 

 
Sሺξ, tሻ ൌ exp	ሺെtଶ ൅ 2ξtሻ 

 

を⽤いて定義することができます．その⽅法は，⺟関数を展開して， 

 
Sሺξ, tሻ ൌ exp	ሺെtଶ ൅ 2ξtሻ 

 

ൌ 1 ൅ ሺെtଶ ൅ 2ξtሻ ൅
1
2!
ሺെtଶ ൅ 2ξtሻଶ ൅ ⋯ 

 

ൌ 1 ൅ 2ξt ൅
1
2!
ሺ4ξଶ െ 2ሻtଶ ൅ ⋯ 

 

としておいて， 

 

Sሺξ, tሻ ൌ expሺെtଶ ൅ 2ξtሻ ൌ ෍
H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬	ሺ4ሻ 

 

によって，エルミート多項式H୬ሺξሻを定義するのです．このとき，具体的に

は， 



 
H଴ሺξሻ ൌ 1 

 
Hଵሺξሻ ൌ 2ξ 

 
Hଶሺξሻ ൌ 4ξଶ െ 2 

 

のように，なります．それでは，この⺟関数を⽤いた定義，(4)式によるH୬ሺξሻ

が確かに，(3)式の微分⽅程式の解になっていることを⽰しておきます．

(4)式をξで偏微分すると，左辺は， 

 

2t ∙ expሺെtଶ ൅ 2ξtሻ ൌ 2t෍
H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ 

 

ൌ 2෍
H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ାଵ 

 

となります．右辺もξで偏微分します． 

 

෍
H୬ᇱ ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ 

 

故に， 

 

2෍
H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ାଵ ൌ ෍
H୬ᇱ ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ 

 

となります．この式の両辺のt୬の係数を⽐較して， 

 



2
H୬ିଵሺξሻ
ሺn െ 1ሻ!

ൌ
H୬ᇱ ሺξሻ
n!

 

 

すなわち， 

 
H୬ᇱ ሺξሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ5ሻ 

 

の関係式を得ることができます．また，(4)式を，t で偏微分します．左辺

は， 

 

ሺെ2t ൅ 2ξሻ expሺെtଶ ൅ 2ξtሻ ൌ ෍
ሺെ2t ൅ 2ξሻ

n!

ஶ

୬ୀ଴

H୬ሺξሻt୬ 

 

となります．このとき，右辺も t で偏微分すると， 

 

෍
H୬ሺξሻ
ሺn െ 1ሻ!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ିଵ 

 

となります．したがって， 

 

෍
H୬ሺξሻ
ሺn െ 1ሻ!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ିଵ ൌ ෍
ሺെ2t ൅ 2ξሻ

n!

ஶ

୬ୀ଴

H୬ሺξሻt୬ 

 

という等式が成⽴します．ここで，t୬の係数を⽐較して， 

 
H୬ାଵሺξሻ
n!

ൌ
െ2H୬ିଵሺξሻ
ሺn െ 1ሻ!

൅
2ξH୬ሺξሻ

n!
 

 

となります．よって， 



 
H୬ାଵሺξሻ ൌ 2ξH୬ሺξሻ െ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ6ሻ 

 

の関係式が成⽴します．この式をξで微分します． 

 
H୬ାଵ
ᇱ ሺξሻ ൌ 2H୬ሺξሻ ൅ 2ξH୬ᇱ ሺξሻ െ 2nH୬ିଵ

ᇱ ሺξሻ 
 

ここで，前出した関係式(5)式， 

 
H୬ᇱ ሺξሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ5ሻ 

 

を使い，計算していきます． 

 
2ሺn ൅ 1ሻH୬ሺξሻ ൌ 2H୬ሺξሻ ൅ 2ξH୬ᇱ ሺξሻ െ H୬ᇱᇱሺξሻ 

 
∴ H୬ᇱᇱሺξሻ െ 2ξH୬ᇱ ሺξሻ ൅ 2nH୬ሺξሻ ൌ 0 

 

最後の式はエルミート多項式の微分⽅程式です．したがって，⺟関数(4)

式により定義されたエルミート多項式H୬ሺξሻが，微分⽅程式(3)式を満たす

ことが確認されました． 

これまでの議論により，１次元調和振動⼦の n 番⽬の固有関数は， 

 

H୬ሺξሻexp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ 

 

に⽐例することが理解されますが，この関数を規格化しましょう．そのた

めに，次の積分を考えます． 

 

Gሺs, tሻ ≡ න S
ஶ

ିஶ
ሺξ, sሻSሺξ, tሻ expሺെξଶሻ dξ 



 

ここで，この積分に⺟関数 S を表す(4)式， 

 

Sሺξ, tሻ ൌ expሺെtଶ ൅ 2ξtሻ ൌ ෍
H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬	ሺ4ሻ 

 

のH୬ሺξሻを含む展開式を代⼊します． 

 

Gሺs, tሻ ൌ න ෍
H୫ሺξሻ
m!

ஶ

୫ୀ଴

s୫
ஶ

ିஶ
෍

H୬ሺξሻ
n!

ஶ

୬ୀ଴

t୬ expሺെξଶሻ dξ 

 

ൌ ෍ ෍
s୫t୬

m! n!

ஶ

୬ୀ଴

ஶ

୫ୀ଴

න H୫
ஶ

ିஶ
ሺξሻH୬ሺξሻ expሺെξଶሻ dξ 

 

⼀⽅，積分に(4)式の指数関数を使った⺟関数を代⼊して計算します． 

 

Gሺs, tሻ ൌ න expሺെsଶ ൅ 2ξsሻ
ஶ

ିஶ
expሺെtଶ ൅ 2ξtሻ expሺെξଶሻ dξ 

 

ൌ expሺ2stሻන expሼ
ஶ

ିஶ
െ ሺξଶ ൅ sଶ ൅ tଶ ൅ 2st െ 2ξs െ 2ξtሻሽdξ 

 

ൌ expሺ2stሻන exp
ஶ

ିஶ
ሼെሺξ െ s െ tሻଶሽdξ 

 

ここで， 

 
ξᇱ ≡ ξ െ s െ t 

 



と置き換えます． 

 

Gሺs, tሻ ൌ expሺ2stሻන exp
ஶ

ିஶ
ሺെξᇱଶሻdξᇱ 

 

数学公式， 

 

න exp
ஶ

ିஶ
ሺെxଶሻdx ൌ √π 

 

より， 

 
Gሺs, tሻ ൌ √πexpሺ2stሻ 

 

となります．さらに，指数関数を展開して， 

 

Gሺs, tሻ ൌ √π෍
2୬s୬t୬

n!

ஶ

୬ୀ଴

 

 

となります．以上，G に対する２つの表式をイコールで結びます． 

 

෍ ෍
s୫t୬

m! n!

ஶ

୬ୀ଴

ஶ

୫ୀ଴

න H୫
ஶ

ିஶ
ሺξሻH୬ሺξሻ expሺെξଶሻ dξ ൌ √π෍

2୬s୬t୬

n!

ஶ

୬ୀ଴

 

 

したがって，m≠n の場合は， 

 

න H୫
ஶ

ିஶ
ሺξሻH୬ሺξሻ expሺെξଶሻ dξ ൌ 0 

 



となり，m=n の場合は， 

 

෍
s୬t୬

ሺn!ሻଶ

ஶ

୬ୀ଴

න ሼ
ஶ

ିஶ
H୬ሺξሻሽଶ expሺെξଶሻ dξ ൌ √π෍

2୬s୬t୬

n!

ஶ

୬ୀ଴

 

 

∴
s୬t୬

ሺn!ሻଶ
න ሼ
ஶ

ିஶ
H୬ሺξሻሽଶ expሺെξଶሻ dξ ൌ √π

2୬s୬t୬

n!
 

 

∴ න ሼ
ஶ

ିஶ
H୬ሺξሻሽଶ expሺെξଶሻ dξ ൌ 2୬n! √π 

 

となります．まとめて表すと， 

 

න H୫
ஶ

ିஶ
ሺξሻH୬ሺξሻ expሺെξଶሻ dξ ൌ 2୬n! √πδ୫୬ 

 

が成⽴します．この式を使って，１次元調和振動⼦の固有関数， 

 

ϕ୬ሺxሻ ൌ f୬ሺξሻ ൌ A୬H୬ሺξሻexp	ሺെ
ξଶ

2
ሻ 

 

を規格化します．（ただし， 

 

x ൌ ඨ
԰
mω

ξ 

 

の関係があります．）規格化条件， 

 

න |
ஶ

ିஶ
ϕ୬ሺxሻ|ଶ ൌ 1 



 

より，規格化定数A୬を次のように決定します． 

 

A୬ଶ න ሼ
ஶ

ିஶ
H୬ሺξሻሽଶ expሺെξଶሻඨ

԰
mω

dξ ൌ 1 

 

∴ A୬ଶඨ
԰
mω

2୬n! √π ൌ 1 

 

∴ A୬ଶ ൌ
1

2୬n! √π
ට
mω
԰

 

 

∴ A୬ ൌ
1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସ 

 

したがって，固有関数φは次式で表されます． 

 

ϕ୬ሺxሻ ൌ
1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ϕ୬ሺxሻ ൌ
1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺට

mω
԰

xሻexp	ሺെ
mω
2԰

xଶሻ 

 

この固有関数φは規格直交系を形成します． 

 

න ϕ୫
ஶ

ିஶ
ሺxሻϕ୬ሺxሻdx ൌ δ୫୬ 

 

 



Q12-3 演算⼦法による解法 

この Section では，前 Section のエルミート多項式の関係式をもとに，

演算⼦法と呼ばれる⽅法で，１次元調和振動⼦の問題を取り扱ってみます．

まず， 

 
d
dξ
H୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ H୬ᇱ ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ ξH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ	ሺ7ሻ 

 

の恒等式より， 

 

ሺξ ൅
d
dξ
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ H୬ᇱ ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

となります．ここで，(5)式， 

 
H୬ᇱ ሺξሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ5ሻ 

 

を右辺に代⼊すると， 

 

ሺξ ൅
d
dξ
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

となります．ここで， 

 

ξ ≡ ට
mω
԰

x 

 
d
dξ
ൌ
dx
dξ

d
dx

 

 



ൌ ඨ
԰
mω

d
dx

 

 

を代⼊して計算します． 

 

ሺට
mω
԰

x ൅ ඨ
԰
mω

d
dx
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
԰

ሺx ൅
԰
mω

d
dx
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
԰

ሺx ൅
԰
mω

d
dx
ሻ

1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ

ൌ 2n
1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ିଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
԰

ሺx ൅
԰
mω

d
dx
ሻ

1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ

ൌ √2n
1

ሼ2୬ିଵሺn െ 1ሻ!ሽ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ିଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
2԰

ሺx ൅
԰
mω

d
dx
ሻϕ୬ሺxሻ ൌ √nϕ୬ିଵሺxሻ 

 

∴ ට
mω
2԰

ሼx ൅
i

mω
ሺെi԰

d
dx
ሻሽϕ୬ሺxሻ ൌ √nϕ୬ିଵሺxሻ 

 

∴ ሼට
mω
2԰

x ൅ i
1

√2mω԰
ሺെi԰

d
dx
ሻሽϕ୬ሺxሻ ൌ √nϕ୬ିଵሺxሻ 

 

ここで，左辺の中括弧の中の第２項の中にあるのは運動量演算⼦， 



 

pො୶ ൌ െi԰
d
dx

 

 

です．よって，新しく演算⼦， 

 

aො ≡ ට
mω
2԰

xො ൅ i
1

√2mω԰
pො୶ 

 

を導⼊すると， 

 
aොϕ୬ሺxሻ ൌ √nϕ୬ିଵሺxሻ 

 

が成⽴します． 

⼀⽅，(7)より， 

 

ሺξ െ
d
dξ
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ 2ξH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ െ H୬ᇱ ሺξሻexpሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ሺξ െ
d
dξ
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ ሼ2ξH୬ሺξሻ െ H୬ᇱ ሺξሻሽexpሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

となります．ここで，エルミート多項式の関係式(6)式， 

 
H୬ାଵሺξሻ ൌ 2ξH୬ሺξሻ െ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ6ሻ 

 

の右辺第２項に，関係式(5)式， 

 
H୬ᇱ ሺξሻ ൌ 2nH୬ିଵሺξሻ	ሺ5ሻ 

 



を代⼊します． 

 
H୬ାଵሺξሻ ൌ 2ξH୬ሺξሻ െ H୬ᇱ ሺξሻ 

 

これを，先程の式に代⼊して， 

 

ሺξ െ
d
dξ
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ H୬ାଵሺξሻexpሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

が成⽴します．ここで， 

 

ξ ≡ ට
mω
԰

x 

 
d
dξ
ൌ
dx
dξ

d
dx

 

 

ൌ ඨ
԰
mω

d
dx

 

 

を代⼊して計算します． 

 

ሺට
mω
԰

x െ ඨ
԰
mω

d
dx
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ H୬ାଵሺξሻexpሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
԰

ሺx െ
԰
mω

d
dx
ሻH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ ൌ H୬ାଵሺξሻexpሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 



∴ ට
mω
԰

ሺx െ
԰
mω

d
dx
ሻ

1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ

ൌ
1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ାଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
԰

ሺx െ
԰
mω

d
dx
ሻ

1

ሺ2୬n!ሻ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ

ൌ ඥ2ሺn ൅ 1ሻ
1

ሼ2୬ାଵሺn ൅ 1ሻ!ሽ
ଵ
ଶπ

ଵ
ସ

ሺ
mω
԰
ሻ
ଵ
ସH୬ାଵሺξሻexp	ሺെ

ξଶ

2
ሻ 

 

∴ ට
mω
2԰

ሺx െ
԰
mω

d
dx
ሻϕ୬ሺxሻ ൌ √n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ 

 

∴ ට
mω
2԰

ሼx െ
i

mω
ሺെi԰

d
dx
ሻሽϕ୬ሺxሻ ൌ √n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ 

 

∴ ሺට
mω
2԰

xො െ i
1

√2mω԰
pො୶ሻϕ୬ሺxሻ ൌ √n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ 

 

新しく演算⼦， 

 

aොା ≡ ට
mω
2԰

xො െ i
1

√2mω԰
pො୶ 

 

を導⼊すると， 

 
aොାϕ୬ሺxሻ ൌ √n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ 

 

が成⽴します． 

新しい演算⼦の性質を調べていきましょう．演算⼦は， 

 



ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ aො ൌ ට

mω
2԰

xො ൅ i
1

√2mω԰
pො୶

aොା ൌ ට
mω
2԰

xො െ i
1

√2mω԰
pො୶

 

 

です．これらを辺々加えて， 

 

aො ൅ aොା ൌ ඨ
2mω
԰

xො 

 

∴ xො ൌ ඨ
԰

2mω
ሺaො ൅ aොାሻ 

 

と表せます．辺々引くと， 

 

aො െ aොା ൌ iඨ
2

mω԰
pො୶ 

 

∴ pො୶ ൌ െiඨ
mω԰
2

ሺaො െ aොାሻ 

 

と表せます．また， 

 

ቊ
aොϕ୬ሺxሻ ൌ √nϕ୬ିଵሺxሻ

aොାϕ୬ሺxሻ ൌ √n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ
 

 

の関係式が成⽴します．よって， 

 
aොାaොϕ୬ሺxሻ ൌ aොା√nϕ୬ିଵሺxሻ 



 
∴ aොାaොϕ୬ሺxሻ ൌ nϕ୬ሺxሻ 

 

と， 

 
aොaොାϕ୬ሺxሻ ൌ aො√n ൅ 1ϕ୬ାଵሺxሻ 

 
∴ aොaොାϕ୬ሺxሻ ൌ ሺn ൅ 1ሻϕ୬ሺxሻ 

 

が成⽴します．したがって， 

 
ሺaොaොା െ aොାaොሻϕ୬ሺxሻ ൌ ϕ୬ሺxሻ 

 
∴ ሾaො, aොାሿ ൌ 1 

 

の交換関係が成り⽴ちます．ここで，個数演算⼦， 

 
N෡ ≡ aොାaො 

 

を定義すると，先程の式より， 

 
N෡ϕ୬ ൌ nϕ୬ 

 

の固有⽅程式が成⽴します．つまり，個数演算⼦の固有値は量⼦数 n にな

ります．また， 

 
N෡aොϕ୬ ൌ aොାaොaොϕ୬ 

 
ൌ ሺaොaොା െ 1ሻaොϕ୬ 



 
ൌ ሺn െ 1ሻaොϕ୬ 

 

が成⽴するので，aොϕ୬は固有値 n-1 をもつ，N෡の固有関数になっています．

このように，aොはnの値を１つ下げる演算⼦なので消滅演算⼦といいます．

同様に， 

 
N෡aොାϕ୬ ൌ aොାaොaොାϕ୬ 

 

ൌ aොାሺaොାaො＋1ሻϕ୬ 

 
ൌ ሺn ൅ 1ሻaොାϕ୬ 

 

が成⽴するので，aොାϕ୬は固有値 n+1 をもつ，N෡の固有関数になっていま

す．このように，aොାは n の値を１つ上げる演算⼦なので⽣成演算⼦といい

ます． 

⽣成消滅演算⼦を使ってエネルギー固有値を求めましょう．ハミルトニ

アンは次のようになります． 

 

H෡ ൌ
1
2m

pො୶ଶ ൅
1
2
mωଶxොଶ 

 

ൌ
1
2m

ሼെiඨ
mω԰
2

ሺaො െ aොାሻሽଶ ൅
1
2
mωଶሼඨ

԰
2mω

ሺaො ൅ aොାሻሽଶ 

 

ൌ െ
԰ω
4
ሺaොaො െ aොaොା െ aොାaො ൅ aොାaොାሻ ൅

԰ω
4
ሺaොaො ൅ aොaොା ൅ aොାaො ൅ aොାaොାሻ 

 

ൌ
԰ω
2
ሺaොaොା ൅ aොାaොሻ 



 

ൌ
԰ω
2
ሼሺaොାaො ൅ 1ሻ ൅ aොାaොሽ 

 

ൌ ԰ωሺaොାaො ൅
1
2
ሻ 

 

ൌ ԰ωሺN෡ ൅
1
2
ሻ 

 

このハミルトニアンを固有関数φに作⽤させます． 

 

԰ωሺN෡ ൅
1
2
ሻϕ୬ሺxሻ ൌ ԰ωሺn ൅

1
2
ሻϕ୬ሺxሻ 

 

故に，エネルギー固有値は， 

 

E୬ ൌ ԰ωሺn ൅
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

となります．この結果は前の Section と同じになっています． 



Q13 束縛状態３:例４（中⼼⼒場内の粒⼦） 
Q13-1 中⼼⼒場内の粒⼦のシュレディンガー⽅程式 

原点からの距離 r にのみ依存する⼒を中⼼⼒といいます．その中⼼⼒の

場の中で１個だけの粒⼦が運動している系を取り扱ってみましょう．この

ような系の具体例としては，⽔素原⼦が挙げられます．原⼦構造と前期量

⼦論の Chapter でボーアの前期量⼦論を議論し，⽔素原⼦を取り扱いまし

たが，それは不完全なものでした．本 Chapter では完成した波動⼒学を使

い，完全に説明します． 

中⼼⼒場が⽣じている場合，そのポテンシャルは原点からの距離 r だけ

の関数 V(r)と表すことができます．定常状態を考えると，時間に依存しな

いシュレディンガー⽅程式は次式のようになります． 

 

ሼെ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ VሺrሻሽϕሺxሬԦሻ ൌ EϕሺxሬԦሻ 

 

この⽅程式を解くために，直交座標の代わりに球⾯座標を⽤います． 

 

 
 

このとき， 

 



൝
x ൌ r sin θ cosϕ
y ൌ r sin θ sinϕ
z ൌ r cos θ

	ሺ1ሻ 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
rଶ ൌ xଶ ൅ yଶ ൅ zଶ

tanଶθ ൌ
xଶ ൅ yଶ

zଶ

tanϕ ൌ
y
x

	ሺ2ሻ 

 

が成⽴します．合成関数の偏微分の公式は， 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
∂
∂x

ൌ
∂r
∂x

∂
∂r
൅
∂θ
∂x

∂
∂θ

൅
∂ϕ
∂x

∂
∂ϕ

∂
∂y

ൌ
∂r
∂y

∂
∂r
൅
∂θ
∂y

∂
∂θ

൅
∂ϕ
∂y

∂
∂ϕ

∂
∂z

ൌ
∂r
∂z

∂
∂r
൅
∂θ
∂z

∂
∂θ

൅
∂ϕ
∂z

∂
∂ϕ

 

 

です．ここで，(2)式の第１式を x，y，z で偏微分して計算します． 

 

2r
∂r
∂x

ൌ 2x 

 

∴
∂r
∂x

ൌ
x
r
ൌ sin θ cosϕ 

 

2r
∂r
∂y

ൌ 2y 

 

∴
∂r
∂y

ൌ
y
r
ൌ sin θ sinϕ 

 

2r
∂r
∂z

ൌ 2z 



 

∴
∂r
∂z

ൌ
z
r
ൌ cos θ 

 

(2)式の第２式を x，y，z で偏微分して計算します． 

 

2 tan θ
1

cosଶθ
∂θ
∂x

ൌ
2x
zଶ

 

 

∴
∂θ
∂x

ൌ
cosଶθ
tan θ

r sin θ cosϕ
ሺr cos θሻଶ

 

 

ൌ
1
r
cos θ cosϕ 

 

2 tan θ
1

cosଶθ
∂θ
∂y

ൌ
2y
zଶ

 

 

∴
∂θ
∂y

ൌ
cosଶθ
tan θ

r sin θ sinϕ
ሺr cos θሻଶ

 

 

ൌ
1
r
cos θ sinϕ 

 

2 tan θ
1

cosଶθ
∂θ
∂z

ൌ
ሺxଶ ൅ yଶሻሺെ2zሻ

zସ
 

 

∴
∂θ
∂z

ൌ െ
cosଶθ
tan θ

xଶ ൅ yଶ

zଷ
 

 

ൌ െ
cosଷθ
sin θ

ሺr sin θ cosϕሻଶ ൅ ሺr sin θ sinϕሻଶ

ሺr cos θሻଷ
 

 

ൌ െ
1
r
sin θ 



 

(2)式の第３式を x，y，z で偏微分して計算します． 

 
1

cosଶϕ
∂ϕ
∂x

ൌ െ
y
xଶ

 

 

∴
∂ϕ
∂x

ൌ െ
r sin θ sinϕ

ሺr sin θ sinϕሻଶ
cosଶϕ 

 

ൌ െ
sinϕ
r sin θ

 

 
1

cosଶϕ
∂ϕ
∂y

ൌ
1
x
 

 

∴
∂ϕ
∂y

ൌ
1

r sin θ cosϕ
cosଶϕ 

 

ൌ
cosϕ
r sin θ

 

 
1

cosଶϕ
∂ϕ
∂z

ൌ 0 

 

∴
∂ϕ
∂z

ൌ 0 

 

故に， 

 



ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
∂
∂x

ൌ sin θ cosϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

∂
∂y

ൌ sin θ sinϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

∂
∂z

ൌ cos θ
∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ

 

 

となります．これらの式からラプラシアンを計算します． 

 
∂ଶ

∂xଶ
ൌ ሺsin θ cosϕ

∂
∂r
൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻሺsin θ cosϕ
∂
∂r

൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻ 

 

ൌ sinଶθcosଶϕ
∂ଶ

∂rଶ
െ
1
rଶ
sin θ cos θcosଶ ϕ

∂
∂θ

൅
1
r
sin θ cos θcosଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ

൅
sinϕ cosϕ

rଶ
∂
∂ϕ

െ
sinϕ cosϕ

r
∂ଶ

∂r ∂ϕ
 

 

൅
1
r
cosଶθcosଶϕ

∂
∂r
൅
1
r
sin θ cos θ cosଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ

െ
1
rଶ
sin θ cos θ cosଶϕ

∂
∂θ

൅
1
rଶ
cosଶθcosଶϕ

∂ଶ

∂θଶ

൅
cosଶθ sinϕ cosϕ

rଶsinଶθ
∂
∂ϕ

െ
cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ
 

 

൅
1
r
sinଶϕ

∂
∂r
െ
1
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
൅
cos θ sinଶϕ
rଶ sin θ

∂
∂θ

െ
cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ
൅
sinϕ cosϕ
rଶsinଶθ

∂
∂ϕ

൅
sinଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

ൌ sinଶθcosଶϕ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
cosଶθcosଶϕ

∂ଶ

∂θଶ
൅

sinଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 



൅
2
r
sin θ cos θ cosଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ
െ
2 cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

െ
2
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
 

 

൅
1
r
ሺcosଶθcosଶϕ ൅ sinଶϕሻ

∂
∂r

൅
cos θ
rଶ

ቆെ2 sin θ cosଶϕ ൅
sinଶϕ
sin θ

ቇ
∂
∂θ

൅
sinϕ cosϕ

rଶ
ሺ1 ൅

1 ൅ cosଶθ
sinଶθ

ሻ
∂
∂ϕ

 

 
∂ଶ

∂yଶ
ൌ ሺsin θ sinϕ

∂
∂r
൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻሺsin θ sinϕ
∂
∂r

൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻ 

 

ൌ sinଶθsinଶϕ
∂ଶ

∂rଶ
െ
1
rଶ
sin θ cos θ sinଶϕ

∂
∂θ

൅
1
r
sin θ cos θ sinଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ

െ
sinϕ cosϕ

rଶ
∂
∂ϕ

൅
sinϕ cosϕ

r
∂ଶ

∂r ∂ϕ
 

 

൅
1
r
cosଶθsinଶϕ

∂
∂r

൅
1
r
sin θ cos θsinଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ
െ
1
rଶ
sinθ cos θsinଶϕ

∂
∂θ

൅
1
rଶ
cosଶθsinଶϕ

∂ଶ

∂θଶ
െ
cosଶθ sinϕ cosϕ

rଶsinଶθ
∂
∂ϕ

൅
cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ
 

 

൅
1
r
cosଶϕ

∂
∂r
൅
1
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
൅
cos θ cosଶϕ
rଶ sin θ

∂
∂θ

൅
cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ
െ
sinϕ cosϕ
rଶsinଶθ

∂
∂ϕ

൅
cosଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 



 

ൌ sinଶθsinଶϕ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
cosଶθsinଶϕ

∂ଶ

∂θଶ
൅

cosଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

൅
2
r
sin θ cos θ sinଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ
൅
2 cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

൅
2
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
 

 

൅
1
r
ሺcosଶθsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ

∂
∂r
൅
cos θ
rଶ

ሺെ2 sin θ sinଶϕ ൅
cosଶϕ
sin θ

ሻ
∂
∂θ

െ
sinϕ cosϕ

rଶ
ሺ1 ൅

1 ൅ cosଶθ
sinଶθ

ሻ
∂
∂ϕ

 

 
∂ଶ

∂zଶ
ൌ ሺcos θ

∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ
ሻሺcos θ

∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ
ሻ 

 

ൌ cosଶθ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
sin ϑ cos θ

∂
∂θ

െ
1
r
sin ϑ cos θ

∂ଶ

∂r ∂θ
 

 

൅
1
r
sinଶθ

∂
∂r
െ
1
r
sin ϑ cos θ

∂ଶ

∂r ∂θ
൅
1
rଶ
sin ϑ cos θ

∂
∂θ

൅
1
rଶ
sinଶθ

∂ଶ

∂θଶ
 

 

ൌ cosଶθ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
sinଶθ

∂ଶ

∂θଶ
െ
2
r
sin ϑ cos θ

∂ଶ

∂r ∂θ
൅
1
r
sinଶθ

∂
∂r

൅
2
rଶ
sin ϑ cos θ

∂
∂θ

 

 
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ൌ sinଶθcosଶϕ

∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
cosଶθcosଶϕ

∂ଶ

∂θଶ
൅

sinଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

൅
2
r
sin θ cos θ cosଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ
െ
2 cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

െ
2
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
 



 

൅
1
r
ሺcosଶθcosଶϕ ൅ sinଶϕሻ

∂
∂r

൅
cos θ
rଶ

ቆെ2 sin θ cosଶϕ ൅
sinଶϕ
sin θ

ቇ
∂
∂θ

൅
sinϕ cosϕ

rଶ
ሺ1 ൅

1 ൅ cosଶθ
sinଶθ

ሻ
∂
∂ϕ

 

 

൅sinଶθsinଶϕ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
cosଶθsinଶϕ

∂ଶ

∂θଶ
൅

cosଶϕ
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

൅
2
r
sin θ cos θ sinଶϕ

∂ଶ

∂r ∂θ
൅
2 cos θ sinϕ cosϕ

rଶ sin θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

൅
2
r
sinϕ cosϕ

∂ଶ

∂r ∂ϕ
 

 

൅
1
r
ሺcosଶθsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ

∂
∂r
൅
cos θ
rଶ

ሺെ2 sin θ sinଶϕ ൅
cosଶϕ
sin θ

ሻ
∂
∂θ

െ
sinϕ cosϕ

rଶ
ሺ1 ൅

1 ൅ cosଶθ
sinଶθ

ሻ
∂
∂ϕ

 

 

൅cosଶθ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
sinଶθ

∂ଶ

∂θଶ
െ
2
r
sin ϑ cos θ

∂ଶ

∂r ∂θ
൅
1
r
sinଶθ

∂
∂r

൅
2
rଶ
sin ϑ cos θ

∂
∂θ

 

 

ൌ ሼsinଶθሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ ൅ cosଶθሽ
∂ଶ

∂rଶ
൅
1
rଶ
ሼcosଶθሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ

൅ sinଶθሽ
∂ଶ

∂θଶ
 

 

൅
sinଶϕ ൅ cosଶϕ

rଶsinଶθ
∂ଶ

∂ϕଶ
൅
2
r
sin ϑ cos θሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ

∂ଶ

∂r ∂θ

െ
2
r
sin ϑ cos θ

∂ଶ

∂r ∂θ
 

 



൅
1
r
ሼcosଶθሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ ൅ ሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ ൅ sinଶθሽ

∂
∂r

 

 

൅
cos θ
rଶ

ሼെ2 sin θ ሺsinଶϕ ൅ cosଶϕሻ ൅
sinଶϕ ൅ cosଶϕ

sin θ
൅ 2 sin θሽ

∂
∂θ

 

 

ൌ
∂ଶ

∂rଶ
൅
2
r
∂
∂r
൅
1
rଶ

∂ଶ

∂θଶ
൅
1
rଶ
cos θ
sin θ

∂
∂θ

൅
1
rଶ

∂ଶ

∂θଶ
൅

1
rଶsinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

ൌ
∂ଶ

∂rଶ
൅
2
r
∂
∂r
൅
1
rଶ
ሼ
1

sin θ
∂
∂θ

ሺsin θ
∂
∂θ
ሻ ൅

1
sinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
ሽ 

 

ここで， 

 

Λ ≡
1

sin θ
∂
∂θ

ሺsin θ
∂
∂θ
ሻ ൅

1
sinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

とおくと， 

 
∂ଶ

∂xଶ
൅
∂ଶ

∂yଶ
൅
∂ଶ

∂zଶ
ൌ

∂ଶ

∂rଶ
൅
2
r
∂
∂r
൅
1
rଶ
Λ 

 

となります．この式が球⾯座標で表されたラプラシアンです．したがって，

時間に依存しないシュレディンガー⽅程式は次式のようになります． 

 

ሼെ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂rଶ
൅
2
r
∂
∂r
൅
1
rଶ
Λሻ ൅ Vሺrሻሽϕሺr, θ, ϕሻ ൌ Eϕሺr, θ, ϕሻ 

 

この微分法⽅程式を解くために，変数分離の⽅法にしたがって， 

 
ϕሺr, θ, ϕሻ ൌ RሺrሻYሺθ, ϕሻ 

 



と，おきます．このとき，⽅程式は次のように変形されます． 

 

ሼെ
԰ଶ

2m
ሺ
∂ଶ

∂rଶ
൅
2
r
∂
∂r
൅
1
rଶ
Λሻ ൅ VሺrሻሽRሺrሻYሺθ, ϕሻ ൌ ERሺrሻYሺθ, ϕሻ 

 

∴ െ
԰ଶ

2m
ሼሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻY ൅

R
rଶ
ΛYሽ ൅ VሺrሻRY ൌ ERY 

 

∴ ሺെ
2m
԰ଶ

rଶ

RY
ሻሺെ

԰ଶ

2m
ሻሼሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻY ൅

R
rଶ
ΛYሽ െ

2m
԰ଶ

rଶ

RY
VሺrሻRY

ൌ െ
2m
԰ଶ

rଶ

RY
ERY 

 

∴
rଶ

R
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻ ൅

ΛY
Y
െ
2m
԰ଶ

rଶVሺrሻ ൌ െ
2m
԰ଶ

rଶE 

 

∴
rଶ

R
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻ ൅

2m
԰ଶ

rଶሼE െ Vሺrሻሽ ൌ െ
ΛY
Y

 

 

最後の式は，左辺が r だけの関数で，右辺はθとφだけの関数になっていま

す．これらが等式で結ばれるためには，ある定数に等しくならなければな

りません．そこで，この定数をλとおきます．このとき， 

 
rଶ

R
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻ ൅

2m
԰ଶ

rଶሼE െ Vሺrሻሽ ൌ λ 

 

∴
԰ଶ

2m
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr
ሻ ൅ ሼE െ VሺrሻሽR ൌ

԰ଶ

2m
λ
rଶ
R 

 

∴ െ
԰ଶ

2m
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr

െ
λ
rଶ
Rሻ ൅ VሺrሻR ൌ ER 

 

という動径部分の⽅程式と， 



 

െ
ΛY
Y
ൌ λ 

 
∴ ΛY ൅ λY ൌ 0 

 

という⾓度部分の⽅程式が成⽴します． 

最後の式をさらに変形していきます．Λに式を代⼊すると， 

 

∴
1

sin θ
∂
∂θ

ሺsin θ
∂Y
∂θ
ሻ ൅

1
sinଶθ

∂ଶY
∂ϕଶ

൅ λY ൌ 0	 

 

となります．ここで，さらに変数分離して， 

 
Yሺθ, ϕሻ ൌ ΘሺθሻΦሺϕሻ 

 

と，おきます．このとき，⽅程式は次のように変形されます． 

 
1

sin θ
d
dθ

ሺsin θ
dΘ
dθ
ሻΦ ൅

1
sinଶθ

dଶΦ
dϕଶ

Θ ൅ λΘΦ ൌ 0 

 

∴ sin θ
d
dθ

ሺsin θ
dΘ
dθ
ሻ
1
Θ
൅λsinଶθ ൌ െ

dଶΦ
dϕଶ

1
Φ

 

 

最後の式で，左辺はθだけの関数で，右辺はφだけの関数になっています．

これらが等号で結ばれるためには，定数に等しくならなければなりません．

そこで，その定数をνとおきます．このとき， 

 

sin θ
d
dθ

ሺsin θ
dΘ
dθ
ሻ
1
Θ
൅λsinଶθ ൌ ν 

 



∴
1

sin θ
d
dθ

ሺsin θ
dΘ
dθ
ሻ ൅ ቀλ െ

ν
sinଶθ

ቁΘ ൌ 0 

 

というθ部分の⽅程式と， 

 

െ
dଶΦ
dϕଶ

1
Φ
ൌ ν 

 

∴
dଶΦ
dϕଶ

൅ νΦ ൌ 0 

 

というφ部分の⽅程式が成⽴します． 

 

Q13-2 φ部分の微分⽅程式の解 

φ部分の⽅程式の⼀般解を求めましょう．ν=0 の場合は， 

 
dଶΦ
dϕଶ

ൌ 0 

 

∴
dΦ
dϕ

ൌ A 

 
∴ Φ ൌ Aϕ ൅ B 

 

となります．ただし，A と B は定数です．Φはφについて 2πの周期をもっ

ていなければなりません．そのためには， 

 
A ൌ 0 

 
∴ Φ ൌ B 

 



が解になります．しかし，この解は物理的に意味をなしません．次に，ν

<0 の場合，微分⽅程式は， 

 
dଶΦ
dϕଶ

ൌ ሺെνሻΦ 

 
∴ Φ ൌ Aexp൫√െνϕ൯ ൅ Bexp൫െ√െνϕ൯ 

 

という解をもちます（A と B は定数です．）が，Φはφについて 2πの周期

をもっていなければならないので，不適になります．ν>0 の場合，微分⽅

程式は， 

 
dଶΦ
dϕଶ

ൌ െνΦ 

 
∴ Φ ൌ Aexp൫i√νϕ൯ ൅ Bexp൫െi√νϕ൯ 

 

という解をもちます．（A と B は定数です．）また，√νが整数でないと，φ

についての 2π毎の周期性が成り⽴たないので， 

 
√ν ൌ m	ሺm ൌ 0,േ1,േ2,⋯ ሻ 

 

とおくことにします．このとき， 

 
Φ ൌ Aexpሺimϕሻ	ሺm ൌ 0,േ1,േ2,⋯ ሻ 

 

となります．Φについてだけでも規格化条件を課しておきましょう． 

 



න Φ∗
ଶ஠

଴
Φdϕ ൌ න Aଶ

ଶ஠

଴
expሺെimϕሻ expሺimϕሻdϕ 

 

ൌ Aଶ න dϕ
ଶ஠

଴
 

 
ൌ Aଶ ∙ 2π 

 

規格化条件より，最後の式が 1 に等しくなります． 

 
Aଶ ∙ 2π ൌ 1 

 

∴ A ൌ േ
1

√2π
 

 

符号は正の⽅をとると， 

 

Φ୫ ൌ
1

√2π
expሺimϕሻ	ሺm ൌ 0,േ1,േ2,⋯ ሻ 

 

となります．また，この関数は直交していることも確かめられます．m≠

n のとき， 

 

න Φ୫
∗

ଶ஠

଴
Φ୬dϕ ൌ

1
2π

න expሺ
ଶ஠

଴
െ imϕሻ expሺinϕሻ dϕ 

 

ൌ
1
2π

ሾ
1

iሺn െ mሻ
exp	ሼiሺn െ mሻϕሽሿ଴

ଶ஠ 

 

ൌ
1
2π

1
iሺn െ mሻ

ሺ1 െ 1ሻ 

 



ൌ 0 
 

となります． 

 

Q13-3 θ部分の微分⽅程式 

次に，θ部分の⽅程式を変形していきましょう．ν ൌ mଶより，θ部分の⽅

程式は次のようになります． 

 
1

sin θ
d
dθ

ሺsin θ
dΘ
dθ
ሻ ൅ቆλ െ

mଶ

sinଶθ
ቇΘ ൌ 0 

 

ここで， 

 
z ൌ cos θ 

 

と変数変換します．このとき， 

 
dz ൌ െsin θ ∙ dθ 

 

になります．また， 

 
Pሺzሻ ൌ Θሺθሻ 

 

と，おきます．⽅程式は次のように変形されます． 

 

െ
d

െsin θ ∙ dθ
൬െsinଶθ

dΘ
െ sin θ ∙ dθ

൰ ൅ ቆλ െ
mଶ

sinଶθ
ቇΘ ൌ 0 

 

∴ െ
d
dz
ሼሺzଶ െ 1ሻ

dP
dz
ሽ ൅ ሺλ െ

mଶ

1 െ zଶ
ሻP ൌ 0 



 

∴
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dP
dz
ሽ ൅ ሺλ െ

mଶ

1 െ zଶ
ሻP ൌ 0	ሺ3ሻ 

 

ここで，θは 0 からπまで変化するので，z は 1 から-1 まで変わります．

この⽅程式で m=0 とおいた式は， 

 
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dP
dz
ሽ ൅ λP ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dଶP
dzଶ

െ 2z
dP
dz

൅ λP ൌ 0	ሺ4ሻ 

 

となります．(4)式を解くために，P は z のべき級数で展開できると仮定し

ます．すなわち， 

 

P ൌ c଴ ൅ cଵz ൅ cଶzଶ ൅ ⋯ ൌ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

zୱ 

 

と，おきます．P を z で微分していくと次式を得ます． 

 

 

dP
dz

ൌ cଵ ൅ 2cଶz ൅ 2 ∙ 3cଷzଶ ൅ ⋯ ൌ෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱzୱିଵ 

 

dଶP
dzଶ

ൌ 2cଶ ൅ 2 ∙ 3cଷz ൅ ⋯ ൌ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶzୱ 

 

これらの式を(4)式に代⼊します． 



 

ሺ1 െ zଶሻ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶzୱ െ 2z෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱzୱିଵ ൅ λ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

zୱ ൌ 0 

 

∴ െ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶzୱାଶ ൅෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶzୱ

൅෍ሺെ2s ൅ λሻcୱ

ஶ

ୱୀ଴

zୱ ൌ 0 

 

最後の式において，zୱの係数を 0 とおくと， 

 
െሺs െ 1ሻscୱ ൅ ሺs ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶ ൅ ሺെ2s ൅ λሻcୱ ൌ 0 

 
∴ ሺs ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶ ൌ ሼsሺs ൅ 1ሻ െ λሽcୱ 

 

となります．べき級数が有限項で終わるためには， 

 
λ ൌ ℓሺℓ ൅ 1ሻ	ሺℓ ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

でなければなりません．この式を(3)式に代⼊すると， 

 
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽPℓ

|୫| ൌ 0	ሺ5ሻ 

 

となります．ここで，m に絶対値を付けたのは，正負にかかわらず，同じ

⽅程式になるからです．(5)式をルジャンドル陪微分⽅程式といいます．

（Pℓ
|୫|のことをルジャンドル陪関数といいます．）ここで，m=0 とおいた

ものをルジャンドル微分⽅程式といいます．すなわち， 

 



d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
dz
ሽ ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0	ሺ6ሻ 

 

となります．ルジャンドル微分⽅程式(6)式を満たす多項式Pℓሺzሻをルジャ

ンドル多項式といいます． 

 

Q13-4 ルジャンドル多項式 

ルジャンドル多項式は⺟関数， 

 

Sሺz, tሻ ൌ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି
ଵ
ଶ 

 

を⽤いて定義することができます．この式をെ2zt ൅ tଶで展開すると， 

 

Sሺz, tሻ ൌ 1 െ
1
2
ሺ1 ൅ 0ሻି

ଷ
ଶሺെ2zt ൅ tଶሻ ൅

1
2!
ሺെ

1
2
ሻሺെ

3
2
ሻሺ1 ൅ 0ሻି

ହ
ଶሺെ2zt ൅ tଶሻଶ

൅ ⋯ 
 

ൌ 1 െ
1
2
ሺെ2zt ൅ tଶሻ ൅

3
8
ሺെ2zt ൅ tଶሻଶ ൅ ⋯ 

 

ൌ 1 ൅ zt ൅
1
2
ሺ3zଶ െ 1ሻtଶ ൅ ⋯ 

 

となります．ここで， 

 

Sሺz, tሻ ൌ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି
ଵ
ଶ ൌ෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

ሺzሻtℓ 

 

によってルジャンドル多項式Pℓሺzሻを定義することにします．具体的に次数

の⼩さな例を挙げると， 



 
P଴ ൌ 1 

 
Pଵ ൌ z 

 

Pଶ ൌ
1
2
ሺ3zଶ െ 1ሻ 

 

のようになります．次に，この⺟関数による定義のPℓሺzሻが，確かにルジャ

ンドル微分⽅程式(6)式の解になっていることを⽰しておきます．この式

を z で偏微分して変形していくと， 

 

∂Sሺz, tሻ
∂z

ൌ െ
1
2
ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି

ଷ
ଶሺെ2tሻ ൌ෍Pℓ

ᇱ

ஶ

ℓ

tℓ 

 

∴
t

ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ
ଷ
ଶ

ൌ෍Pℓ
ᇱ

ஶ

ℓ

tℓ 

 

∴ tሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି
ଵ
ଶ ൌ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ	෍Pℓ

ᇱ

ஶ

ℓ

tℓ 

 

∴ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ෍Pℓ
ᇱ

ஶ

ℓ

tℓ െ t෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

ሺzሻtℓ ൌ 0 

 

となります．故に，tℓାଵの係数を⽐較して， 

 
Pℓାଵ
ᇱ െ 2zPℓ

ᇱ ൅ Pℓିଵ
ᇱ െ Pℓ ൌ 0 

 
∴ Pℓାଵ

ᇱ ൅ Pℓିଵ
ᇱ ൌ 2zPℓ

ᇱ ൅ Pℓ	ሺ7ሻ 
 



の関係式を得ます．また，Pℓሺzሻの⺟関数による定義式を，同様に t で偏微

分して変形していくと， 

 

∂Sሺz, tሻ
∂t

ൌ െ
1
2
ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି

ଷ
ଶሺെ2z ൅ 2tሻ ൌ෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

ℓtℓିଵ 

 

∴
z െ t

ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ
ଷ
ଶ

ൌ෍ℓPℓ

ஶ

ℓୀ଴

tℓିଵ 

 

∴ ሺz െ tሻሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି
ଵ
ଶ ൌ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ෍ℓPℓ

ஶ

ℓୀ଴

tℓିଵ 

 

∴ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻ෍ℓPℓ

ஶ

ℓୀ଴

tℓିଵ ൅ ሺt െ zሻ෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

tℓ ൌ 0 

 

となります．故に，tℓの係数を⽐較して， 

 
ሺℓ ൅ 1ሻPℓାଵ െ 2ℓzPℓ ൅ ሺℓ െ 1ሻPℓିଵ ൅ Pℓିଵ െ zPℓ ൌ 0 

 
∴ ሺ2ℓ ൅ 1ሻzPℓ ൌ ሺℓ ൅ 1ሻPℓାଵ ൅ ℓPℓିଵ 

 

を得ます．この式を z で微分すると， 

 
ሺ2ℓ ൅ 1ሻPℓ ൅ ሺ2ℓ ൅ 1ሻzPℓ

ᇱ ൌ ሺℓ ൅ 1ሻPℓାଵ
ᇱ ൅ ℓPℓିଵ

ᇱ 	ሺ8ሻ 
 

となります．2×(8)+(2ℓ+1)×(7)より， 

 
2ሺ2ℓ ൅ 1ሻPℓ ൅ 2ሺ2ℓ ൅ 1ሻzPℓ

ᇱ ൅ ሺ2ℓ ൅ 1ሻሺPℓାଵ
ᇱ ൅ Pℓିଵ

ᇱ ሻ
ൌ 2ሺℓ ൅ 1ሻPℓାଵ

ᇱ ൅ 2ℓPℓିଵ
ᇱ ൅ ሺ2ℓ ൅ 1ሻሺ2zPℓ

ᇱ ൅ Pℓሻ 



 
∴ Pℓାଵ

ᇱ െ Pℓିଵ
ᇱ ൌ ሺ2ℓ ൅ 1ሻPℓ	ሺ9ሻ 

 

となります．ଵ

ଶ
ൈ ሼሺ7ሻ ൅ ሺ9ሻሽより， 

 
1
2
ൈ ሼሺPℓାଵ

ᇱ ൅ Pℓିଵ
ᇱ ሻ ൅ ሺPℓାଵ

ᇱ െ Pℓିଵ
ᇱ ሻሽ ൌ

1
2
ൈ ሼሺ2zPℓ

ᇱ ൅ Pℓሻ ൅ ሺ2ℓ ൅ 1ሻPℓሽ 

 
∴ Pℓାଵ

ᇱ ൌ ሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൅ zPℓ
ᇱ 

 
∴ Pℓ

ᇱ ൌ ℓPℓିଵ ൅ zPℓିଵ
ᇱ 	ሺ10ሻ 

 

となります．ଵ

ଶ
ൈ ሼሺ7ሻ െ ሺ9ሻሽより， 

 
1
2
ൈ ሼሺPℓାଵ

ᇱ ൅ Pℓିଵ
ᇱ ሻ െ ሺPℓାଵ

ᇱ െ Pℓିଵ
ᇱ ሻሽ ൌ

1
2
ൈ ሼሺ2zPℓ

ᇱ ൅ Pℓሻ െ ሺ2ℓ ൅ 1ሻPℓሽ 

 
∴ Pℓିଵ

ᇱ ൌ െℓPℓ ൅ zPℓ
ᇱ	ሺ11ሻ 

 

となります．(10)+z×(11)より， 

 
Pℓ
ᇱ൅zPℓିଵ

ᇱ ൌ ሺℓPℓିଵ ൅ zPℓିଵ
ᇱ ሻ ൅ ሺെℓzPℓ ൅ zଶPℓ

ᇱሻ 
 
∴ ሺ1 െ zଶሻPℓ

ᇱ ൌ ℓPℓିଵ െ ℓzPℓ 
 

となります．この式を z で微分して計算します． 

 
െ2zPℓ

ᇱ ൅ ሺ1 െ zଶሻPℓ
ᇱᇱ ൌ ℓPℓିଵ

ᇱ െ ℓPℓ െ ℓzPℓ
ᇱ 

 
∴ ሺ1 െ zଶሻPℓ

ᇱᇱ ൌ െℓPℓ ൅ ሺ2 െ ℓሻzPℓ
ᇱ ൅ ℓPℓିଵ

ᇱ 	ሺ12ሻ 
 



(12)+ℓ×(11)より， 

 
ሺ1 െ zଶሻPℓ

ᇱᇱ ൅ ℓPℓିଵ
ᇱ ൌ ሼെℓPℓ ൅ ሺ2 െ ℓሻzPℓ

ᇱ ൅ ℓPℓିଵ
ᇱ ሽ ൅ ሺെℓଶPℓ ൅ ℓzPℓ

ᇱሻ 
 
∴ ሺ1 െ zଶሻPℓ

ᇱᇱ െ 2zPℓ
ᇱ ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0 

 

∴
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
dz
ሽ ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0 

 

となります．最後の式はルジャンドル微分⽅程式(6)です．したがって，

⺟関数によって定義されたPℓሺzሻが微分⽅程式を満たすことが確認されま

した． 

ℓの違う２つのルジャンドル多項式は直交します．すなわち， 

 

න Pℓ
ଵ

ିଵ
ሺzሻP୫ሺzሻdz ൌ 0	ሺℓ ് mሻ 

 

が成⽴します．この式を証明しましょう．ルジャンドル微分⽅程式(6)式， 

 
d
dz
൜ሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
dz
ൠ ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0	ሺ6ሻ 

 

において，P୫を掛けて，-1 から 1 まで積分します． 

 

න P୫
ଵ

ିଵ

d
dz
൜ሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
dz
ൠ dz ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻන P୫

ଵ

ିଵ
Pℓdz ൌ 0 

 

この式の第１項は， 

 



ሾP୫ሺ1 െ zଶሻ
dPℓ
dz
ሿିଵ
ଵ െ න ሺ

ଵ

ିଵ
1 െ zଶሻ

dP୫
dz

dPℓ
dz

dz ൌ െන ሺ
ଵ

ିଵ
1 െ zଶሻ

dPℓ
dz

dP୫
dz

dz 

 

となります．故に， 

 

െන ሺ
ଵ

ିଵ
1 െ zଶሻ

dPℓ
dz

dP୫
dz

dz ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻන Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ 0 

 

となります．ここで，ℓと m の役割を交換して差をとり計算します． 

 

ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ mሺm ൅ 1ሻሽන Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ 0 

 

∴ ሼሺℓ ൅ mሻሺℓ െ mሻ ൅ ሺℓ െ mሻሽන Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ 0 

 

∴ ሼሺℓ െ mሻሺℓ ൅ m൅ 1ሻሽන Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ 0 

 

∴ න Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ 0 

 

（証明終）次に，ℓ=m の場合を考えましょう．ルジャンドル多項式の⺟

関数についての式， 

 

Sሺz, tሻ ൌ ሺ1 െ 2zt ൅ tଶሻି
ଵ
ଶ ൌ෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

ሺzሻtℓ 

 

の両辺を２乗します． 

 



1
1 െ 2zt ൅ tଶ

ൌ ሼ෍Pℓ

ஶ

ℓୀ଴

ሺzሻtℓሽଶ 

 

-1 から 1 まで積分すると， 

 

න
dz

1 െ 2zt ൅ tଶ

ଵ

ିଵ
ൌ෍tଶℓ

ஶ

ℓୀ଴

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 

となります．このとき， 

 
y ൌ 1 െ 2zt ൅ tଶ 

 

とおくと， 

 
dy ൌ െ2tdz 

 

となり，上の積分の式の左辺は， 

 

න
dz

1 െ 2zt ൅ tଶ

ଵ

ିଵ
ൌ

1
െ2t

න
dy
y

ሺଵି୲ሻమ

ሺଵା୲ሻమ
 

 

ൌ
1
2t
ሾlogyሿሺଵି୲ሻమ

ሺଵା୲ሻమ 

 

ൌ
1
2t
ሼlog	ሺ1 ൅ tሻଶ െ log	ሺ1 െ tሻଶሽ 

 

ൌ
1
t
log

1 ൅ t
1 െ t

 

 

となります．ここで， 



 

logሺ1 ൅ tሻ ൌ t െ
tଶ

2
൅
tଷ

3
െ
tସ

4
൅
tହ

5
െ ⋯ 

 

logሺ1 െ tሻ ൌ െt െ
tଶ

2
െ
tଷ

3
െ
tସ

4
െ
tହ

5
െ ⋯ 

 

∴ logሺ1 ൅ tሻ െ logሺ1 െ tሻ ൌ 2t ൅
2
3
tଷ ൅

2
5
tହ ൅ ⋯ 

 

∴ log
1 ൅ t
1 െ t

ൌ 2ሺt ൅
1
3
tଷ ൅

1
5
tହ ൅ ⋯ሻ 

 

∴
1
t
1 ൅ t
1 െ t

ൌ 2ሺ1 ൅
1
3
tଶ ൅

1
5
tସ ൅ ⋯ሻ 

 

ൌ෍tଶℓ
2

2ℓ ൅ 1

ஶ

ℓୀ଴

 

 

なので， 

 

෍tଶℓ
2

2ℓ ൅ 1

ஶ

ℓୀ଴

ൌ෍tଶℓ
ஶ

ℓୀ଴

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 

となり， 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz ൌ

2
2ℓ ൅ 1

 

 

が成⽴します．ℓ≠m の場合も含めてまとめると， 

 



න Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ

2δℓ୫
2ℓ ൅ 1

 

 

となります． 

 

Q13-5 θ部分の微分⽅程式の解（ルジャンドル陪関数） 

θ部分の微分⽅程式である，ルジャンドル陪微分⽅程式(5)式， 

 
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽPℓ

|୫| ൌ 0	ሺ5ሻ 

 

を解き，θ部分の解を求めましょう．（Pℓ
|୫|はルジャンドル陪関数といいま

したね．） 

ルジャンドル微分⽅程式(6)式， 

 
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
dz
ሽ ൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0	ሺ6ሻ 

 

を， 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dଶPℓ
dzଶ

െ 2z
dPℓ
dz

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻPℓ ൌ 0 

 

としておきます．この式を z で微分して整理します．（１回⽬） 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dଷPℓ
dzଷ

െ 2z
dଶPℓ
dzଶ

െ 2z
dଶPℓ
dzଶ

െ 2
dPℓ
dz

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dPℓ
dz

ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dଷPℓ
dzଷ

െ 4z
dଶPℓ
dzଶ

െ 2
dPℓ
dz

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dPℓ
dz

ൌ 0 

 



この式を z で微分して整理します．（２回⽬） 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dସPℓ
dzସ

െ 2z
dଷPℓ
dzଷ

െ 4z
dଷPℓ
dzଷ

െ 4
dଶPℓ
dzଶ

െ 2
dଶPℓ
dzଶ

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dଶPℓ
dzଶ

ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dସPℓ
dzସ

െ 6z
dଷPℓ
dzଷ

െ 6
dଶPℓ
dzଶ

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dଶPℓ
dzଶ

ൌ 0 

 

この式を z で微分して整理します．（３回⽬） 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dହPℓ
dzହ

െ 2z
dସPℓ
dzସ

െ 6z
dସPℓ
dzସ

െ 6
dଷPℓ
dzଷ

െ 6
dଷPℓ
dzଷ

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dଷPℓ
dzଷ

ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dହPℓ
dzହ

െ 8z
dସPℓ
dzସ

െ 12
dଷPℓ
dzଷ

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
dଷPℓ
dzଷ

ൌ 0 

 

この式を z で微分して整理します．（|m|回⽬） 

 

ሺ1 െ zଶሻ
d|୫|ାଶPℓ
dz|୫|ାଶ

െ 2ሺ|m| ൅ 1ሻz
d|୫|ାଵPℓ
dz|୫|ାଵ

െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
d|୫|ାଶPℓ
dz|୫|ାଶ

െ 2ሺ|m| ൅ 1ሻz
d|୫|ାଵPℓ
dz|୫|ାଵ

൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ

െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

ൌ 0 

 

ここで， 

 
d|୫|Pℓ
dz|୫|

ൌ v 

 



とおくと， 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dଶv
dzଶ

െ 2ሺ|m| ൅ 1ሻz
dv
dz
൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽv ൌ 0 

 

となります．さらに， 

 

w ൌ ሺ1 െ zଶሻ
|୫|
ଶ v 

 

とおいて計算します． 

 

ሺ1 െ zଶሻ
dଶ

dzଶ
ሼሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ wሽ െ 2ሺ|m| ൅ 1ሻz

d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ wሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ

െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ w ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
d
dz
ሼെ

|m|
2
ሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ ିଵሺെ2zሻw ൅ ሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ
dw
dz
ሽ

െ 2ሺ|m| ൅ 1ሻzሼെ
|m|
2
ሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ ିଵሺെ2zሻw ൅ ሺ1

െ zଶሻି
|୫|
ଶ
dw
dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ w

ൌ 0 
 

∴ ሺ1 െ zଶሻሼ|m|ሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ ିଵw ൅ |m|ሺെ

|m|
2
െ 1ሻሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ ିଶሺെ2zሻzw

൅ |m|ሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ ିଵz

dw
dz

െ
|m|
2
ሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ ିଵሺെ2zሻ

dw
dz

൅ ሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ
dଶw
dzଶ

ሽ െ ሼ2|m|ሺ|m| ൅ 1ሻሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ ିଵzଶw

൅ 2ሺ|m| ൅ 1ሻzሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ
dw
dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ

െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ w ൌ 0 

 



∴ ሼ|m|ሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ w ൅ |m|ሺ|m| ൅ 2ሻሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ ିଵzଶw ൅ 2|m|ሺ1

െ zଶሻି
|୫|
ଶ z

dw
dz

൅ ሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ ାଵ d

ଶw
dzଶ

ሽ െ ሼ2|m|ሺ|m| ൅ 1ሻሺ1

െ zଶሻି
|୫|
ଶ ିଵzଶw ൅ 2ሺ|m| ൅ 1ሻzሺ1 െ zଶሻି

|୫|
ଶ
dw
dz
ሽ

൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽሺ1 െ zଶሻି
|୫|
ଶ w ൌ 0 

 

∴ ሼ|m|w ൅ |m|ሺ|m| ൅ 2ሻሺ1 െ zଶሻିଵzଶw ൅ 2|m|z
dw
dz

൅ ሺ1 െ zଶሻ
dଶw
dzଶ

ሽ

െ ሼ2|m|ሺ|m| ൅ 1ሻሺ1 െ zଶሻିଵzଶw ൅ 2ሺ|m| ൅ 1ሻz
dw
dz
ሽ

൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ |m|ሺ|m| ൅ 1ሻሽw ൌ 0 
 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dଶw
dzଶ

െ |m|ଶሺ1 െ zଶሻିଵzଶw െ 2z
dw
dz

൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ |m|ଶሽw ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dଶw
dzଶ

െ 2z
dw
dz

൅ ℓሺℓ ൅ 1ሻw െ
|m|ଶሼzଶ ൅ ሺ1 െ zଶሻሽ

1 െ zଶ
ൌ 0 

 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
dଶw
dzଶ

െ 2z
dw
dz

൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ
|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽw ൌ 0 

 

最後の式は，ルジャンドル陪関数Pℓ
|୫|についての微分⽅程式と⼀致してい

ます．つまり，解Pℓ
|୫|は w です． 

 

Pℓ
|୫| ൌ ሺ1 െ zଶሻ

|୫|
ଶ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

 

 

Pℓはℓ次の多項式なので， 

 
|m| ൑ ℓ 

 

の条件が成り⽴たなければなりません． 



さて，ルジャンドル陪関数について， 

 

න Pℓ
|୫|

ଵ

ିଵ
Pℓᇲ
|୫|dz ൌ

2
2ℓ ൅ 1

ሺℓ ൅ |m|ሻ!
ሺℓ െ |m|ሻ!

δℓℓᇲ 

 

が成⽴します．以下，この式を証明します．まず，ℓ≠ℓ´の場合を取り扱

います． 

 
d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽPℓ

|୫| ൌ 0	ሺ5ሻ 

 

において，両辺にPℓᇲ
|୫|をかけます． 

 

Pℓᇲ
|୫| d

dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽPℓᇲ

|୫|Pℓ
|୫| ൌ 0 

 

ここで，ℓとℓ´を⼊れ替えて， 

 

Pℓ
|୫| d

dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓᇲ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓᇱሺℓᇱ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽPℓᇲ

|୫|Pℓ
|୫| ൌ 0 

 

となります．辺々引いて， 

 

Pℓ
|୫| d

dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓᇲ
|୫|

dz
ሽ െ Pℓᇲ

|୫| d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓᇱሺℓᇱ ൅ 1ሻ

െ ℓሺℓ ൅ 1ሻሽPℓᇲ
|୫|Pℓ

|୫| ൌ 0 
 

となります．-1 から 1 まで z で積分すると， 

 



න d
ଵ

ିଵ
zPℓ

|୫| d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓᇲ
|୫|

dz
ሽ െ න d

ଵ

ିଵ
zPℓᇲ

|୫| d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ ൅ ሼℓᇱሺℓᇱ ൅ 1ሻ

െ ℓሺℓ ൅ 1ሻሽන d
ଵ

ିଵ
zPℓᇲ

|୫|Pℓ
|୫| ൌ 0 

 

∴ ሾPℓ
|୫|ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓᇲ
|୫|

dz
ሽሿିଵ
ଵ െ න d

ଵ

ିଵ
z
dPℓ

|୫|

dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓᇲ
|୫|

dz
ሽ

െ ሾPℓᇲ
|୫|ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽሿିଵ
ଵ ൅ න d

ଵ

ିଵ
z
dPℓᇲ

|୫|

dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽ

൅ ሼℓᇱሺℓᇱ ൅ 1ሻ െ ℓሺℓ ൅ 1ሻሽන d
ଵ

ିଵ
zPℓᇲ

|୫|Pℓ
|୫| ൌ 0 

 

∴ ሼℓᇱሺℓᇱ ൅ 1ሻ െ ℓሺℓ ൅ 1ሻሽන d
ଵ

ିଵ
zPℓᇲ

|୫|Pℓ
|୫| ൌ 0 

 

∴ න d
ଵ

ିଵ
zPℓ

|୫|Pℓᇲ
|୫| ൌ 0	ሺℓ ് ℓᇱሻ 

 

となります．次にℓ=ℓ´の場合を考えます．ルジャンドル陪関数， 

 

Pℓ
|୫| ൌ ሺ1 െ zଶሻ

|୫|
ଶ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

 

 

を z で微分します． 

 
dPℓ

|୫|

dz
ൌ ሺ1 െ zଶሻ

|୫|
ଶ
d|୫|ାଵPℓ
dz|୫|ାଵ

൅
|m|
2
ሺ1 െ zଶሻ

|୫|
ଶ ିଵሺെ2zሻ

d|୫|Pℓ
dz|୫|

 

 

両辺にሺ1 െ zଶሻ
భ
మをかけて変形します． 

 

ሺ1 െ zଶሻ
ଵ
ଶ
dPℓ

|୫|

dz
ൌ ሺ1 െ zଶሻ

|୫|ାଵ
ଶ

d|୫|ାଵPℓ
dz|୫|ାଵ

െ |m|zሺ1 െ zଶሻ
|୫|ିଵ
ଶ

d|୫|Pℓ
dz|୫|

 



 

∴ ሺ1 െ zଶሻ
ଵ
ଶ
dPℓ

|୫|

dz
ൌ Pℓ

|୫|ାଵ െ |m|zሺ1 െ zଶሻି
ଵ
ଶPℓ

|୫| 

 

∴ Pℓ
|୫|ାଵ ൌ ሺ1 െ zଶሻ

ଵ
ଶ
dPℓ

|୫|

dz
൅ |m|zሺ1 െ zଶሻି

ଵ
ଶPℓ

|୫| 

 

∴ ሺPℓ
|୫|ାଵሻଶ ൌ ሺ1 െ zଶሻሺ

dPℓ
|୫|

dz
ሻଶ ൅ 2|m|z

dPℓ
|୫|

dz
Pℓ
|୫| ൅

|m|ଶzଶ

1 െ zଶ
ሺPℓ

|୫|ሻଶ 

 

∴ න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ାଵሻଶdz

ൌ න ሺ
ଵ

ିଵ
1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
dPℓ

|୫|

dz
dz ൅ 2|m|න z

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫| dPℓ

|୫|

dz
dz

൅ |m|ଶ න
zଶ

1 െ zଶ

ଵ

ିଵ
ሺPℓ

|୫|ሻଶdz 

 

ここで，右辺第 1 項と第２項は部分積分法により，次のようになります． 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
dPℓ

|୫|

dz
dz

ൌ ሾሺ1 െ zଶሻ
dPℓ

|୫|

dz
Pℓ
|୫|ሿିଵ

ଵ െ න ሾ
ଵ

ିଵ

d
dz
ሼሺ1 െ zଶሻ

dPℓ
|୫|

dz
ሽPℓ

|୫|dz 

 

ൌ න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽdz 

 

I ൌ න z
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫| dPℓ

|୫|

dz
dz 

 

ൌ ሾzPℓ
|୫|Pℓ

|୫|ሿିଵ
ଵ െ න ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫| ൅ z

dPℓ
|୫|

dz
ሻPℓ

|୫|dz 

 



ሺPℓ
|୫| ൌ ሺ1 െ zଶሻ

|୫|
ଶ
d|୫|Pℓ
dz|୫|

		 ∴ Pℓ
|୫|ሺ1ሻ ൌ Pℓ

|୫|ሺെ1ሻ ൌ 0ሻ 

 

ൌ െන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz െ I 

 

∴ 2I ൌ െන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz 

 

∴ I ൌ െ
1
2
න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz 

 

したがって， 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ାଵሻଶdz

ൌ න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶሼℓሺℓ ൅ 1ሻ െ

|m|ଶ

1 െ zଶ
ሽdz െ |m|න ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz

൅ |m|ଶ න
zଶ

1 െ zଶ

ଵ

ିଵ
ሺPℓ

|୫|ሻଶdz 

 

ൌ න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶሼℓሺℓ ൅ 1ሻ ൅

െ|m|ଶ െ |m|ሺ1 െ zଶሻ ൅ |m|ଶzଶ

1 െ zଶ
ሽdz 

 

ൌ න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶሺℓଶ ൅ ℓ െ |m|ଶ െ |m|ሻdz 

 

ൌ ሼሺℓ ൅ |m|ሻሺℓ െ |m|ሻ ൅ ሺℓ െ |m|ሻሽන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz 

 

ൌ ሺℓ െ |m|ሻሺℓ ൅ |m| ൅ 1ሻන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz 

 



となります．|m|を１ずつ減らしていくと， 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz ൌ ሺℓ െ |m| ൅ 1ሻሺℓ ൅ |m|ሻන ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ିଵሻଶdz 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ିଵሻଶdz ൌ ሺℓ െ |m| ൅ 2ሻሺℓ ൅ |m| െ 1ሻන ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ିଶሻଶdz 

 
⋯ 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
ଵሻଶdz ൌ ℓሺℓ ൅ 1ሻන ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 

となります．故に， 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz ൌ ሺℓ െ |m| ൅ 1ሻሺℓ ൅ |m|ሻන ሺ

ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ିଵሻଶdz 

 
ൌ ሺℓ െ |m| ൅ 1ሻሺℓ ൅ |m|ሻሺℓ െ |m| ൅ 2ሻሺℓ ൅ |m|

െ 1ሻන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ିଶሻଶdz 

 
⋯ 

 

ൌ ሺℓ െ |m| ൅ 1ሻሺℓ ൅ |m|ሻሺℓ െ |m| ൅ 2ሻሺℓ ൅ |m| െ 1ሻ⋯ℓ（ℓ

൅ 1ሻන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 
ൌ ሼℓ⋯ሺℓ െ |m| ൅ 2ሻሺℓ െ |m| ൅ 1ሻሽሼሺℓ ൅ |m|ሻሺℓ ൅ |m|

െ 1ሻ⋯ ሺℓ ൅ 1ሻሽන ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 



ൌ
ℓ!

ሺℓ െ |m|ሻ!

ሺℓ ൅ |m|ሻ!
ℓ!

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 

ൌ
ሺℓ ൅ |m|ሻ!
ሺℓ െ |m|ሻ!

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓሻଶdz 

 

となります．ここで， 

 

න Pℓ
ଵ

ିଵ
P୫dz ൌ

2δℓ୫
2ℓ ൅ 1

 

 

の関係式が成⽴したので， 

 

න ሺ
ଵ

ିଵ
Pℓ
|୫|ሻଶdz ൌ

2
2ℓ ൅ 1

ሺℓ ൅ |m|ሻ!
ሺℓ െ |m|ሻ!

 

 

となります．よって， 

 

න Pℓ
|୫|

ଵ

ିଵ
Pℓᇲ
|୫|dz ൌ

2
2ℓ ൅ 1

ሺℓ ൅ |m|ሻ!
ሺℓ െ |m|ሻ!

δℓℓᇲ 

 

の関係式が証明されました． 

規格直交系の形でΘ(θ)を与えると， 

 

Θℓ
|୫|ሺθሻ ൌ ඨ

2ℓ ൅ 1
2

ሺℓ െ |m|ሻ!
ሺℓ ൅ |m|ሻ!

Pℓ
|୫|ሺcos θሻ 

 

となります．このとき，規格直交条件は次式で表されます．（dz ൌ െsin θ dθ） 

 



න Θℓ
|୫|ሺθሻ

஠

଴
Θℓᇲ
|୫|ሺθሻ sin θ dθ ൌ δℓℓᇲ 

 

 

Q13-6 ⾓度部分の微分⽅程式の解（球⾯調和関数） 

θ部分の解は前 Section の最後に与えられました．⼀⽅，φ部分の解は， 

 

Φ୫ ൌ
1

√2π
expሺimϕሻ	ሺm ൌ 0,േ1,േ2,⋯ ሻ 

 

でした．⾓度部分の解は， 

 
Yሺθ, ϕሻ ൌ ΘሺθሻΦሺϕሻ 

 

の形で与えられます．結論として，解は， 

 

Yℓ୫ሺθ, ϕሻ ൌ
1

√2π
ඨ
2ℓ ൅ 1
2

ሺℓ െ |m|ሻ!
ሺℓ ൅ |m|ሻ!

Pℓ
|୫|ሺcos θሻexpሺimϕሻ 

 

൜
ℓ ൌ 0,1,2,⋯

m ൌ െℓ,െℓ ൅ 1,⋯ ,െ1,0,1,⋯ , ℓ െ 1, ℓ 

 

となります．Yℓ୫ሺθ, ϕሻを球⾯調和関数といいます．球⾯調和関数は条件， 

 

න sin θ dθන d
ଶ஠

଴

஠

଴
ϕYℓ୫

∗ ሺθ, ϕሻYℓᇲ୫ᇲሺθ, ϕሻ ൌ δℓℓᇲδ୫୫ᇲ 

 

を満たし，規格直交系を形成します． 

 



Q13-7 軌道⾓運動量 

中⼼⼒場における量⼦の回転を，軌道⾓運動量を⽤いて取り扱ってみま

しょう．オブザーバブルの Chapter で前出したように，⾓運動量演算⼦は， 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
L෠୶ۓ ൌ െi԰ሺy

∂
∂z
െ z

∂
∂y
ሻ

L෠୷ ൌ െi԰ሺz
∂
∂x

െ x
∂
∂z
ሻ

L෠୸ ൌ െi԰ሺx
∂
∂y

െ y
∂
∂x
ሻ

 

 

と表されました．ここで，球⾯座標を⽤いることにします．このとき，最

初の Section で出てきたように， 

 

൝
x ൌ r sin θ cosϕ
y ൌ r sin θ sinϕ
z ൌ r cos θ

	ሺ1ሻ 

 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
∂
∂x

ൌ sin θ cosϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

∂
∂y

ൌ sin θ sinϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

∂
∂z

ൌ cos θ
∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ

 

 

の関係がありました．したがって， 

 

L෠୶ ൌ െi԰ሼr sin θ sinϕ ሺcos θ
∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ
ሻ െ r cos θሺ sin θ sinϕ

∂
∂r

൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻሽ 

 



ൌ െi԰ሺr sin θ cos θ sinϕ
∂
∂r
െ sinଶθ sinϕ

∂
∂θ

െ r sin θ cos θ sinϕ
∂
∂r

െ cosଶθ sinϕ
∂
∂θ

െ
cos θ cosϕ

sin θ
∂
∂ϕ

ሻ 

 

ൌ i԰ሺsinϕ
∂
∂θ

൅ cot θ cosϕ
∂
∂ϕ

ሻ 

 

L෠୷ ൌ െi԰ሼr cos θ ሺsin θ cosϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻ

െ r sin θ cosϕ ሺcos θ
∂
∂r
െ
1
r
sin θ

∂
∂θ
ሻሽ 

 

ൌ െi԰ሺr sin θ cos θ cosϕ
∂
∂r
൅ cosଶθ cosϕ

∂
∂θ

െ
cos θ sinϕ
sin θ

∂
∂ϕ

െ r sin θ cos θ cosϕ
∂
∂r
൅ sinଶθ cosϕ

∂
∂θ
ሻ 

 

ൌ i԰ሺെ cosϕ
∂
∂θ

൅ cot θ sinϕ
∂
∂ϕ

ሻ 

 

L෠୸ ൌ െi԰ሼr sin θ cosϕ ሺsin θ sinϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ sinϕ

∂
∂θ

൅
cosϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻ

െ r sin θ sinϕ ሺsin θ cosϕ
∂
∂r
൅
1
r
cos θ cosϕ

∂
∂θ

െ
sinϕ
r sin θ

∂
∂ϕ

ሻሽ 

 

ൌ െi԰ሺrsinଶθ sinϕ cosϕ
∂
∂r
൅ sin θ cos θ sinϕ cosϕ

∂
∂θ

൅ cosଶϕ
∂
∂ϕ

െ 	rsinଶθ sinϕ cosϕ
∂
∂r
െ sin θ cos θ sinϕ cosϕ

∂
∂θ

൅ sinଶϕ
∂
∂ϕ

 

 

ൌ െi԰
∂
∂ϕ

 



 

となります．故に， 

 
L෠ଶ ൌ L෠୶ଶ ൅ L෠୷ଶ ൅ L෠୸ଶ 

 

ൌ െ԰ଶሺsinϕ
∂
∂θ

൅ cot θ cosϕ
∂
∂ϕ

ሻ ሺsinϕ
∂
∂θ

൅ cot θ cosϕ
∂
∂ϕ

ሻ

െ ԰ଶሺെ cosϕ
∂
∂θ

൅ cot θ sinϕ
∂
∂ϕ

ሻ ሺെ cosϕ
∂
∂θ

൅ cot θ sinϕ
∂
∂ϕ

ሻ െ ԰ଶ
∂ଶ

∂ϕଶ
 

 

ൌ െ԰ଶሺsinଶϕ
∂ଶ

∂θଶ
െ

1
sinଶθ

sinϕ cosϕ
∂
∂ϕ

൅ cot θ sinϕ cosϕ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

൅ cot θ cosଶϕ
∂
∂θ

൅ cot θ sinϕ cosϕ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

െ cotଶθ sinϕ cosϕ
∂
∂ϕ

൅ cotଶθcosଶϕ
∂ଶ

∂ϕଶ
൅ cosଶϕ

∂ଶ

∂θଶ

൅
1

sinଶθ
sinϕ cosϕ

∂
∂ϕ

െ cot θ sinϕ cosϕ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

൅ cot θ sinଶϕ
∂
∂θ

െ cot θ sinϕ cosϕ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ

൅ cotଶθ sinϕ cosϕ
∂
∂ϕ

൅ cotଶθsinଶϕ
∂ଶ

∂ϕଶ
൅

∂ଶ

∂ϕଶ
ሻ 

 

ൌ െ԰ଶሺ
∂ଶ

∂θଶ
൅ cot θ

∂
∂θ

൅ cotଶθ
∂ଶ

∂ϕଶ
൅

∂ଶ

∂ϕଶ
ሻ 

 

ൌ െ԰ଶሺ
∂ଶ

∂θଶ
൅ cot θ

∂
∂θ

൅
1

sinଶθ
∂ଶ

∂ϕଶ
ሻ 

 

ൌ െ԰ଶሼ
1

sin θ
∂
∂θ

൬sin θ
∂
∂θ
൰ ൅

1
sinଶθ

∂ଶ

∂ϕଶ
ሻ 

 
ൌ െ԰ଶΛ 



 

となります．L෠ଶに対する固有⽅程式は，固有関数を Y，固有値をλ԰ଶとおく

と， 

 
L෠ଶY ൌ λ԰ଶY 

 
∴ െ԰ଶΛY ൌ λ԰ଶY 

 

となりますが，これは前の Section の⾓度部分の微分⽅程式， 

 
ΛY ൅ λY ൌ 0 

 

と同じ形をしています．したがって，λ ൌ ℓሺℓ ൅ 1ሻであり，固有⽅程式の固

有関数は球⾯調和関数になります．つまり， 

 
L෠ଶYℓ୫ሺθ, ϕሻ ൌ ℓሺℓ ൅ 1ሻ԰ଶYℓ୫ሺθ, ϕሻ 

 

の関係が成⽴します．故に，L෠ଶの固有値はℓሺℓ ൅ 1ሻ԰ଶとなります．（正確な

表現ではありませんが，軌道⾓運動量L෠の⼤きさはℓ԰である，ということ

がよくあります．） 

次に，L෠୶，L෠୷，L෠୸のうち，最も簡単な形をしているL෠୸について固有⽅程

式を考えましょう．固有関数をΦ，固有値をm԰とおくと， 

 
L෠୸Φ ൌ m԰Φ 

 

∴ െi԰
∂
∂ϕ

Φ ൌ m԰Φ 

 



∴
∂Φ
∂ϕ

ൌ imΦ 

 

となります．この微分⽅程式の⼀般解は， 

 
Φ ൌ Aexpሺimϕሻ 

 

になります．ただし，A は積分定数です．ここで，φが 2π増減しても，Φ

は等しい値に戻れなければなりません．よって，m は整数です． 

 
m ൌ 0,േ1,േ2,⋯ 

 

ここで，Φについて，規格化条件を課しておきます． 

 

න Φ∗
ଶ஠

଴
Φdϕ ൌ න Aଶ

ଶ஠

଴
expሺെimϕሻ expሺimϕሻdϕ 

 

ൌ Aଶ න d
ଶ஠

଴
ϕ 

 
ൌ Aଶ ∙ 2π ൌ 1 

 

∴ A ൌ േ
1

√2π
 

 

符号は正の⽅をとると， 

 

Φ୫ሺϕሻ ൌ
1

√2π
expሺ݅݉߶ሻ	ሺ݉ ൌ 0,േ1,േ2,⋯ ሻ 

 

となります．これはシュレディンガー⽅程式のφ部分の解Φと⼀致します．



ここで，固有⽅程式， 

 
L෠୸Φ ൌ m԰Φ 

 

の両辺に関数Θ(θ)を掛けてみると， 

 
L෠୸ΘΦ ൌ m԰ΘΦ 

 
∴ L෠୸Yℓ୫ሺθ, ϕሻ ൌ m԰Yℓ୫ሺθ, ϕሻ 

 

となります．すなわち，L෠୸の固有関数も球⾯調和関数になります．L෠ଶとL෠୸の

固有関数がともに球⾯調和関数であることが判明しました．L෠ଶとL෠୸の固有

関数が同時固有関数になっていることを確かなものにするためには，⼀般

論に従って交換可能である条件， 

 
ൣL෠ଶ, L෠୸൧ ൌ 0 

 

が成⽴することが必要⼗分条件になります．実際に計算してみます． 

 
ൣL෠ଶ, L෠୸൧ ൌ L෠ଶL෠୸ െ L෠୸L෠ଶ 

 

ൌ െ԰ଶሺ
∂ଶ

∂θଶ
൅ cot θ

∂
∂θ

൅
1

sinଶθ
∂ଶ

∂ϕଶ
ሻሺെi԰

∂
∂ϕ

ሻ െ ሺെi԰
∂
∂ϕ

ሻሺെ԰ଶሻሺ
∂ଶ

∂θଶ

൅ cot θ
∂
∂θ

൅
1

sinଶθ
∂ଶ

∂ϕଶ
ሻ 

 

ൌ i԰ଷሺ
∂ଷ

∂θଶ ∂ϕ
൅ cot θ

∂ଶ

∂θ ∂ϕ
൅

1
sinଶθ

∂ଷ

∂ϕଷ
ሻ െ i԰ଷሺ

∂ଷ

∂θଶ ∂ϕ

൅ cot θ
∂ଶ

∂θ ∂ϕ
൅

1
sinଶθ

∂ଷ

∂ϕଷ
ሻ 



 
ൌ 0 

 

まとめると，L෠ଶとL෠୸の固有関数は同時固有関数である球⾯調和関数であり，

固有値はそれぞれℓሺℓ ൅ 1ሻ԰ଶとm԰になります． 

ℓは軌道⾓運動量の⼤きさのようなものを表す量で，⽅位量⼦数といい

ます．m は軌道⾓運動量の z 成分を⽰す量で，磁気量⼦数といいます．そ

して，次のような跳び跳びの値をとりました． 

 
ℓ ൌ 0,1,2,⋯ 

 
m ൌ െℓ,െℓ ൅ 1,⋯ ,െ1,0,1,⋯ , ℓ െ 1, ℓ 

 

このとき，ひとつのℓに対して，m のとりうる値は(2ℓ+1)個あります．

すなわち，L෠ଶの固有値ℓሺℓ ൅ 1ሻ԰ଶは(2ℓ+1)重に縮退しています． 

ℓと m の関係を直観的に把握するため，具体的に m=2 の場合について

考えておきましょう．（ただし，以下の議論は理解を助けるため，古典的

な考え⽅も利⽤していることを了承して下さい．）この場合，L෠ଶの固有値は， 

 
2ሺ2 ൅ 1ሻ԰ଶ ൌ 6԰ଶ 

 

になります．よって， 

 
หL෠ห ൌ √6԰ ≅ 2.45԰ 

 

になります．m=-2,-1,0,1,2 の値をとるので，軌道⾓運動量の z 成分は，

െ2԰,െ԰, 0, ԰, 2԰になります．以上の関係を古典的に図⽰すると，次のよう

になります． 



 

 
 

ℓ=2 のとき，軌道⾓運動量として許されるのは，上図の５本のベクトル

だけになります．（５重に縮退しています．） 

 

Q13-8 ⽔素原⼦の動径部分の微分⽅程式 

動径部分の⽅程式， 

 

െ
԰ଶ

2m
ሺ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr

െ
λ
rଶ
Rሻ ൅ VሺrሻR ൌ ER 

 

において， 

 
λ ൌ ℓሺℓ ൅ 1ሻ	ሺℓ ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

を代⼊すると， 

 

െ
԰ଶ

2m
ሼ
dଶR
drଶ

൅
2
r
dR
dr

െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

rଶ
Rሽ ൅ VሺrሻR ൌ ER 

 

が得られます．ここで， 



 

Rሺrሻ ൌ
1
r
χሺrሻ 

 

と，おきます．この式を r で微分していきます． 

 
dR
dr

ൌ െ
1
rଶ
χ ൅

1
r
dχ
dr

 

 

∴
dଶR
drଶ

ൌ
2
rଷ
χ െ

1
rଶ
dχ
dr
െ
1
rଶ
dχ
dr
൅
1
r
dଶχ
drଶ

 

 

ൌ
1
r
dଶχ
drଶ

െ
2
rଶ
dχ
dr
൅
2
rଷ
χ 

 

微分⽅程式に代⼊して計算します． 

 

െ
԰ଶ

2m
ሼ
1
r
dଶχ
drଶ

െ
2
rଶ
dχ
dr
൅
2
rଷ
χ ൅

2
r
ሺെ

1
rଶ
χ ൅

1
r
dχ
dr
ሻ െ

ℓሺℓ ൅ 1ሻ

rଶ
1
r
χሽ ൅ Vሺrሻ

1
r
χ

ൌ E
1
r
χ 

 

െ
԰ଶ

2m
ሼ
dଶχ
drଶ

െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

rଶ
χሽ ൅ Vሺrሻχ ൌ Eχ 

 

この⽅程式は１次元シュレディンガー⽅程式とよく似ていますが，{ }内

の第2項の部分が異なります．これは遠⼼⼒に相当するポテンシャルです． 

⽔素原⼦では中⼼に+e の電荷をもつ陽⼦があり，その周りを-e の電荷

をもつ電⼦が円運動しています．その間に働く⼒はクーロン⼒であり，そ

のポテンシャルは， 

 



Vሺrሻ ൌ െ
eଶ

4πε଴r
 

 

で与えられます．このとき，微分⽅程式は次のように変形されていきます． 

 

െ
԰ଶ

2m
ሼ
dଶχ
drଶ

െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

rଶ
χሽ െ

eଶ

4πε଴r
χ ൌ Eχ 

 

∴
1
meଶ

4πε଴԰ଶ

dଶχ
drଶ

൅
2
r
χ െ

ℓሺℓ ൅ 1ሻ
meଶ

4πε଴԰ଶ
rଶ
χ ൅

2 ∙ 4πε଴
eଶ

Eχ ൌ 0 

 

∴
1

mଶeସ
ሺ4πε଴ሻଶ԰ସ

dଶχ
drଶ

൅
2

meଶ
4πε଴԰ଶ

r
χ െ

ℓሺℓ ൅ 1ሻ
mଶeସ

ሺ4πε଴ሻଶ԰ସ
rଶ
χ ൅

2ሺ4πε଴ሻଶ԰ଶ

meସ
Eχ ൌ 0 

 

ここで， 

 

a଴ ≡
4πε଴԰ଶ

meଶ
 

 

とおくと， 

 

∴
1
1
a଴
ଶ

dଶχ
drଶ

൅
2
1
a଴
r
χ െ

ℓሺℓ ൅ 1ሻ
1
a଴
ଶ rଶ

χ ൅
2ሺ4πε଴ሻଶ԰ଶ

meସ
Eχ ൌ 0 

 

となります．さらに， 

 

ρ ≡
r
a଴

 

 



η ≡
2ሺ4πε଴ሻଶ԰ଶ

meସ
E 

 

とおくと，（E<0 より，η<0 となります．） 

 

∴
dଶχ
dρଶ

൅ ሼ
2
ρ
െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρଶ
ሽχ ൅ ηχ ൌ 0 

 

となります．ρが⼤きいとき，第２項と第３項を落として，この微分⽅程

式は， 

 
dଶχ
dρଶ

ൌ െηχ 

 

となります．その解は， 

 
χ ൌ exp	ሺേඥെηρሻ 

 

です．r→∞，（ρ→∞）でχ→0 の境界条件を満たすためには指数関数のべ

きは負でなければなりません．すなわち， 

 
χ ൌ exp	ሺെඥെηρሻ 

 

となります．任意のρでのχを解くために， 

 
χሺρሻ ൌ ρℓାଵ exp൫െඥെηρ൯ Lሺρሻ 

 

と，おきます．χをρで微分していくと， 

 



dχ
dρ

ൌ ሺℓ ൅ 1ሻρℓ exp൫െඥെηρ൯ L ൅ ρℓାଵ൫െඥെη൯ exp൫െඥെηρ൯ L

൅ ρℓାଵ exp൫െඥെηρ൯
ܮ݀
ߩ݀

 

 

ൌ ሾ൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟL ൅ ρ
ܮ݀
ߩ݀
ሿρℓ exp൫െඥെηρ൯ 

 

∴
dଶχ
dρଶ

ൌ ሾ൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟ
dL
dρ

െ ඥെηL ൅
ܮ݀
ߩ݀

൅ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

ሿρℓ exp൫െඥെηρ൯

൅ ሾ൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟL ൅ ρ
ܮ݀
ߩ݀
ሿሼℓρℓିଵ

൅ ρℓ൫െඥെη൯ሽ exp൫െඥെηρ൯ 
 

ൌ ρℓ exp൫െඥെηρ൯ሾ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ ൛ሺℓ ൅ 2ሻ െ ඥെηρൟ
ܮ݀
ߩ݀

െ ඥെηL

൅ ൜൫ℓ ൅ 1 െ ඥെηρ൯L ൅ ρ
dL
dρ
ൠ ሺ
ℓ
ρ
െ ඥെηሻሿ 

 

ൌ ρℓ exp൫െඥെηρ൯ሾ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ 2൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟ
ܮ݀
ߩ݀

൅ ሼെඥെη

൅
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρ
െ ሺℓ ൅ 1ሻඥെη െ ℓඥെη െ ηρሽLሿ 

 

ൌ ρℓ exp൫െඥെηρ൯ሾ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ 2൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟ
ܮ݀
ߩ݀

൅ ሼെ2ሺℓ ൅ 1ሻඥെη െ ηρ ൅
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρ
ሽLሿ 

 

となります．これらをもとの微分⽅程式に代⼊して計算します． 

 

ρℓ exp൫െඥെηρ൯ሾ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ 2൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟ
ܮ݀
ߩ݀

൅ ሼെ2ሺℓ ൅ 1ሻඥെη െ ηρ

൅
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρ
ሽLሿ ൅ ሼ

2
ρ
െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρଶ
ሽρℓାଵ exp൫െඥെηρ൯L

൅ ηρℓାଵ exp൫െඥെηρ൯ L ൌ 0 



 

∴ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ 2൛ሺℓ ൅ 1ሻ െ ඥെηρൟ
ܮ݀
ߩ݀

൅ ሼെ2ሺℓ ൅ 1ሻඥെη െ ηρ ൅
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρ
ሽL

൅ ሼ2 െ
ℓሺℓ ൅ 1ሻ

ρ
ሽL ൅ ηρL ൌ 0 

 

∴ ߩ
݀ଶܮ
ଶߩ݀

൅ 2൫ℓ ൅ 1 െ ρඥെη൯
ܮ݀
ߩ݀

൅ 2൛1 െ ሺℓ ൅ 1ሻඥെηൟL ൌ 0	ሺ13ሻ 

 

 

Q13-9 ⽔素原⼦のエネルギー固有値（ボーア前期量⼦論との⼀致） 

(13)式において，L(ρ)がρのべき級数に展開できると仮定してみます． 

 

L ൌ c଴ ൅ cଵρ ൅ cଶρଶ ൅ cଷρଷ ൅ ⋯ ൌ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ρୱ 

 

L をρで微分していくと，次式を得ます． 

 

dL
dρ

ൌ cଵ ൅ 2cଶρ ൅ 3cଷρଶ ൅⋯ ൌ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻcୱାଵρୱ 

 

∴
dଶL
dρଶ

ൌ 2cଶ ൅ 2 ∙ 3cଷρ ൅ ⋯ ൌ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶρୱ 

 

これらを微分⽅程式(13)式に代⼊して計算します． 

 

෍ሺߩ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻሺs ൅ 2ሻcୱାଶρୱ ൅ 2൫ℓ ൅ 1 െ ρඥെη൯෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻcୱାଵρୱ

൅ 2൛1 െ ሺℓ ൅ 1ሻඥെηൟ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ρୱ ൌ 0 



 

∴෍sሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻcୱାଵρୱ ൅ 2ሺℓ ൅ 1ሻ෍ሺ

ஶ

ୱୀ଴

s ൅ 1ሻcୱାଵρୱ െ 2ඥെη෍s

ஶ

ୱୀ଴

cୱρୱ

൅ 2൛1 െ ሺℓ ൅ 1ሻඥെηൟ෍cୱ

ஶ

ୱୀ଴

ρୱ ൌ 0 

 

両辺のρୱの係数を⽐較して， 

 
sሺs ൅ 1ሻcୱାଵ ൅ 2ሺℓ ൅ 1ሻሺs ൅ 1ሻcୱାଵ െ 2ඥെηscୱ ൅ 2൛1 െ ሺℓ ൅ 1ሻඥെηൟcୱ ൌ 0 

 
∴ ሺs ൅ 1ሻሺ2ℓ ൅ s ൅ 2ሻcୱାଵ ൌ 2ሼሺℓ ൅ s ൅ 1ሻඥെη െ 1ሽcୱ 

 

を得ます．級数が有限項で終わるためには，ある s の値 n´で， 

 
ሺℓ ൅ nᇱ ൅ 1ሻඥെη െ 1 ൌ 0 

 

とならなければなりません．ここで， 

 
n ≡ ℓ ൅ nᇱ ൅ 1 

 

と，おき，n を主量⼦数と名付けます．このとき， 

 

ඥെη ൌ
1
n
 

 

∴ η ൌ െ
1
nଶ

 

 

∴
2ሺ4πε଴ሻଶ԰ଶ

meସ
E ൌ െ

1
nଶ

 



 

∴ E୬ ൌ െ
meସ

2ሺ4πε଴ሻଶ԰ଶ
∙
1
nଶ

 

 

∴ E୬ ൌ െ
meସ

2ሺ4πε଴ሻଶሺ
h
2πሻ

ଶ
∙
1
nଶ

 

 

∴ E୬ ൌ െ
meସ

8ε଴
ଶhଶ

∙
1
nଶ
	ሺn ൌ 1,2,3,⋯ ሻ 

 

という⽔素原⼦のエネルギー準位の式が導出されます．この式は原⼦の構

造の Chapter のボーアの前期量⼦論での式と完全に⼀致します．ボーアの

理論での天下り的な仮定をせずに，シュレディンガー⽅程式を⽤いた完成

された量⼦⼒学によって，⼀段と⾼いレベルから同じ結果を再現すること

ができたのです． 



Part3 量⼦⼒学の展開 

Q14 ⾏列⼒学 
Q14-1 数学的準備１（３次元実ベクトル空間の線形代数） 

この Chapter での議論の準備として，この Section と次の Section で

線形代数の知識を整理しておきます．直交座標で表される３次元空間の実

ベクトル， 

 
ψሬሬԦ ൌ ሺcଵ, cଶ, cଷሻ 

 

を考えましょう．（各成分はそれぞれ実数で，順番に x 成分，y 成分，z 成

分を表します．）この現実の空間についてのベクトルで張られる空間を３

次元実ベクトル空間といいます．ベクトルを縦に表記して，列ベクトルと

して表すこともできます． 

 

|ψഥ〉 ≡ ൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 

左辺の記号をケットといい，列ベクトルのことをケットベクトルといいま

す．ψの上に⽰したバーは⾏列であることを表す記号です．このケットベ

クトルと対をなす⾏ベクトルを約束しましょう． 

 
〈ψഥ| ≡ ሺcଵ, cଶ, cଷሻ 

 

左辺の記号をブラといい，この⾏ベクトルのことをブラベクトルといいま

す．ブラベクトルはケットベクトルの転置⾏列になります．（⾏と列を⼊

れ換えた⾏列を転置⾏列といいます．）ブラとケットは bracket（括弧）と

いう⾔葉からの造語であり，ディラックの発案によります．次に，ブラベ



クトルとケットベクトルを使い，内積と呼ばれる量を定義します．すなわ

ち， 

 
〈χത| ൌ ሺdଵ, dଶ, dଷሻ 

 

|ψഥ〉 ൌ ൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 

のブラベクトルとケットベクトルに対して， 

 

χത|ψഥۧۦ ൌ ሺdଵ, dଶ, dଷሻ ൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 
ൌ dଵcଵ ൅ dଶcଶ ൅ dଷcଷ 

 

の量が内積です．特に，内積の値が 0 のとき，直交しているといいます．

また，ベクトルの⼤きさをノルムといいますが，⾃分⾃⾝との内積はノル

ムの２乗になります．⾃分⾃⾝との内積が 1 のとき，規格化されていると

いいます．つまり，規格化条件は， 

 
ψഥ|ψഥۧۦ ൌ cଵ

ଶ ൅ cଶ
ଶ ൅ cଷ

ଶ ൌ 1 
 

と表せます． 

３次元空間のベクトルに対して，何らかの操作をして，他のベクトルを

つくる演算を考えましょう．例えば，あるベクトルሺcଵ, cଶ, cଷሻをz軸回りに

⾓度θだけ回転させて新たにベクトルをつくった場合， 

 
ሺcଵ, cଶ, cଷሻ → ሺcଵ

ᇱ , cଶ
ᇱ , cଷ

ᇱ ሻ ൌ ሺcଵ cos θ െ cଶ sin θ , cଵ sin θ ൅ cଶ cos θ , cଷሻ 



 

と変換されます．これを，ケットベクトルを使って表すと， 

 

ቌ
cଵ
ᇱ

cଶ
ᇱ

cଷ
ᇱ
ቍ ൌ ൭

cଵ cos θ െ cଶ sin θ
cଵ sin θ ൅ cଶ cos θ

cଷ
൱ 

 

となります．さらに３×３⾏列を使い変形すると， 

 

ቌ
cଵ
ᇱ

cଶ
ᇱ

cଷ
ᇱ
ቍ ൌ ൭

cos θ െsin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

൱൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 

となります．あるベクトルから何らかの操作をして，他のベクトルをつく

る場合，上の式のような形式で表されることになります．これを，⼀般に， 

 
|ψഥᇱ〉 ൌ Aഥ෡|ψഥ〉 

 

と表します．ただし，Aഥ෡はケットベクトルに作⽤する⾏列であり，作⽤素

⾏列と名付けることにします．ハットは作⽤素であることを⽰し，バーは

⾏列であることを表しています．記号が⼆重になっていますが，意味を考

えてこのようにしました．⼀般に，作⽤素⾏列Aഥ෡は， 

 

Aഥ෡ ൌ ൭
aଵଵ aଵଶ aଵଷ
aଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

൱ 

 

のように，⾏列要素をもちます．ここで，例における作⽤素⾏列に対して， 

 



൭
cଵ cos θ െ cଶ sin θ
cଵ sin θ ൅ cଶ cos θ

cଷ
൱ ൝α൭

cଵ
cଶ
cଷ
൱ ൅ β൭

dଵ
dଶ
dଷ
൱ൡ 

 

ൌ α൭
cଵ cos θ െ cଶ sin θ
cଵ sin θ ൅ cଶ cos θ

cଷ
൱൭

cଵ
cଶ
cଷ
൱ ൅ β൭

cଵ cos θ െ cଶ sin θ
cଵ sin θ ൅ cଶ cos θ

cଷ
൱൭

dଵ
dଶ
dଷ
൱ 

 

という関係が確かめられます．（αとβは実数の定数です．）⼀般に， 

 
Aഥ෡ሼα|ψഥଵ〉 ൅ β|ψഥଶ〉ሽ ൌ αAഥ෡|ψഥଵ〉 ൅ βAഥ෡|ψഥଶ〉 

 

という関係を満たす作⽤素⾏列Aഥ෡を線形作⽤素⾏列といいます． 

ここで，標準基底ベクトルといわれるベクトルを導⼊します．具体的に

⽰すと，ケットベクトルの標準基底ベクトルは， 

 

|ϕഥଵ〉 ≡ ൭
1
0
0
൱ , |ϕഥଶ〉 ≡ ൭

0
1
0
൱ , |ϕഥଷ〉 ≡ ൭

0
0
1
൱ 

 

で定義されます．つまり，それぞれの座標軸の向きの単位ベクトルが標準

基底ベクトルです．標準基底ベクトルにより，任意のケットベクトルは次

のように表すことができます． 

 

|ψഥ〉 ൌ ൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 

ൌ cଵ ൭
1
0
0
൱ ൅ cଶ ൭

0
1
0
൱ ൅ cଷ ൭

0
0
1
൱ 

 
ൌ cଵหϕഥଵ〉 ൅ cଶหϕഥଶ〉 ൅ cଷ|ϕഥଷ〉 



 

ൌ෍c୬

ଷ

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

ブラベクトルに対しても，同様に標準基底ベクトルを定義することができ

ます． 

 
〈ϕഥଵ| ≡ ሺ1 0 0ሻ,			〈ϕഥଶ| ≡ ሺ0 1 0ሻ,			〈ϕഥଷ| ≡ ሺ0 0 1ሻ		 

 

これらの標準基底ベクトルにより，任意のブラベクトルが表されることは

ケットベクトルの場合と同様です． 

 

〈ψഥ| ൌ ෍c୬

ଷ

୬ୀଵ

〈ϕഥ୬| 

 

標準基底ベクトルの間には，次の規格直交条件が成⽴します． 

 
ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ δ୫୬ 

 

ただし，右辺はクロネッカーのデルタといい，次のように定義されます． 

 

δ୫୬ ≡ ൜
1	ሺm ൌ nሻ
0	ሺm ് nሻ 

 

この規格直交条件は，具体的に， 

 

ൻϕഥଵหϕഥଵൿ ൌ ሺ1 0 0ሻ ൭
1
0
0
൱ ൌ 1 

 



ൻϕഥଵหϕഥଶൿ ൌ ሺ1 0 0ሻ ൭
0
1
0
൱ ൌ 0 

 

のように，計算して確かめられます．規格直交条件を満たしている標準基

底ベクトルは規格直交系を成しているといいます．標準基底ベクトルを使

うと，ケットベクトルの⾏列要素は，例えば， 

 

cଵ ൌ ሺ1 0 0ሻ ൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ ൌ ൻϕഥଵหψൿ 

 

のように，表されます．したがって， 

 
c୬ ൌ ൻϕഥ୬หψൿ 

 

です．また，作⽤素⾏列の⾏列要素は，例えば， 

 

aଵଶ ൌ ሺ1 0 0ሻ ൭
aଵଵ aଵଶ aଵଷ
aଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

൱൭
0
1
0
൱ ൌ ർϕഥଵቚAഥ෡ቚϕഥଶ඀ 

 

のように，表されます．したがって， 

 

a୫୬ ൌ ർϕഥ୫ቚAഥ෡ቚϕഥ୬඀ 

 

です． 

標準基底ベクトルは直交座標の座標軸の向きの単位ベクトルですが，例

えば，座標軸を回転させるような操作を考えてみましょう．そのときには，

新しい基底ベクトルがつくられることになります．座標軸の回転に限らず，



ある直交座標の基底ベクトルから何らかの操作をして，他の直交座標の基

底ベクトルをつくることを基底の変換と⾔います．基底の変換を式で書く

と， 

 
|ϕഥ′ଵ〉 ൌ uଵଵ|ϕഥଵ〉 ൅ uଵଶ|ϕഥଶ〉 ൅ uଵଷ|ϕഥଷ〉 

 
|ϕഥ′ଶ〉 ൌ uଶଵ|ϕഥଵ〉 ൅ uଶଶ|ϕഥଶ〉 ൅ uଶଷ|ϕഥଷ〉 

 
|ϕഥ′ଷ〉 ൌ uଷଵ|ϕഥଵ〉 ൅ uଷଶ|ϕഥଶ〉 ൅ uଷଷ|ϕഥଷ〉 

 

となります．まとめて書くと， 

 

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍u୫୬

ଷ

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

と表されます．左辺のダッシュがついたケットベクトルが変換後の基底ベ

クトルであり，右辺のダッシュの付いていないケットベクトルが変換前の

基底ベクトルです．また，右辺の u の実数の⾏列要素の⾏列が変換の関係

を表します．（この⾏列をUഥで表すことにします．）この式のケットベクト

ルの転置をとり，ブラベクトルをつくると， 

 

〈ϕഥ′୫| ൌ ෍u୫୬

ଷ

୬ୀଵ

〈ϕഥ୬| 

 

です．変換後の基底ベクトルは新しい直交座標の座標軸の向きの単位ベク

トルなので，規格直交系をなしていなければなりません．すなわち， 

 
ൻϕഥ′୫หϕഥ′୬ൿ ൌ δ୫୬ 



 

が成⽴します．ここで，左辺を計算すると， 

 

ൻϕഥ′୫หϕഥ′୬ൿ ൌ෍u୫୧

ଷ

୧ୀଵ

〈ϕഥ୧|෍u୬୨

ଷ

୨ୀଵ

|ϕഥ୨〉 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

u୬୨δ୧୨ 

 

ൌ෍u୫୧

ଷ

୧ୀଵ

u୬୧ 

 

です．よって， 

 

෍u୫୧

ଷ

୧ୀଵ

u୬୧ ൌ δ୫୬ 

 

∴ ൭
uଵଵ uଵଶ uଵଷ
uଶଵ uଶଶ uଶଷ
uଷଵ uଷଶ uଷଷ

൱൭
uଵଵ uଶଵ uଷଵ
uଵଶ uଶଶ uଷଶ
uଵଷ uଶଷ uଷଷ

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

 

となります．前述したように，⾏と列を⼊れ換えた⾏列を転置⾏列といい

ますが，Uഥの転置⾏列をUഥ୘で表します．このとき，上の式は， 

 
UഥUഥ୘ ൌ Eഥ 

 

となります．ただし，Eഥは単位⾏列です．したがって，Uഥの転置⾏列はUഥの

逆⾏列になります． 

 
Uഥ୘ ൌ Uഥିଵ 



 

この関係を満たす⾏列を直交⾏列と⾔います．すなわち， 

 

“直交座標系の基底ベクトルの変換を表す⾏列は直交⾏列です．” 

 

という結論が得られました．（直交⾏列による変換を直交変換と⾔います．）

ここで，Uഥ ൌ Uഥの両辺に左から，Uഥ୘を作⽤させると， 

 
Uഥ୘Uഥ ൌ Eഥ 

 

∴ ൭
uଵଵ uଶଵ uଷଵ
uଵଶ uଶଶ uଷଶ
uଵଷ uଶଷ uଷଷ

൱൭
uଵଵ uଵଶ uଵଷ
uଶଵ uଶଶ uଶଷ
uଷଵ uଷଶ uଷଷ

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

 

∴෍u୧୫

ଷ

୧ୀଵ

u୧୬ ൌ δ୫୬ 

 

という関係が成⽴することも確かめられます．また，基底ベクトルの逆変

換も求めておきましょう．変換式は， 

 

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍u୫୬

ଷ

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

でしたが，両辺にu୫୧をかけて m について和をとり，計算します． 

 

෍ u୫୧

ଷ

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍ ෍u୫୧

ଷ

୬ୀଵ

ଷ

୫ୀଵ

u୫୬|ϕഥ୬〉 

 



ൌ෍δ୧୬

ଷ

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 
ൌ |ϕഥ୧〉 

 

添え字の i を n に書き直すと， 

 

|ϕഥ୬〉 ൌ ෍ u୫୬

ଷ

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 

 

という変換後の基底ベクトルを変換前の基底ベクトルに逆変換する式が

導かれました． 

直交⾏列による基底ベクトルの変換に伴い，任意のベクトルと作⽤素⾏

列はどのように変換するのでしょうか？まず，ケットベクトルですが，変

換前の基底ベクトルで表しておき，変換前の基底ベクトルを変換後の基底

ベクトルで表した逆変換の式を代⼊して計算すると， 

 

|ψഥ〉 ൌ ෍c୬

ଷ

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

ൌ෍c୬

ଷ

୬ୀଵ

ሺ෍ u୫୬

ଷ

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉ሻ 

 

ൌ ෍ሺ

ଷ

୫ୀଵ

෍u୫୬

ଷ

୬ୀଵ

c୬ሻ|ϕഥ′୫〉 

 

となります．この式と，|ψഥ〉を変換後の基底ベクトルで表した式， 

 



|ψഥ〉 ൌ ෍ c′୫

ଷ

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 

 

を⽐較して， 

 

c′୫ ൌ ෍u୫୬

ଷ

୬ୀଵ

c୬ 

 

となります．故に， 

 

ቌ
c′ଵ
c′ଶ
c′ଷ

ቍ ൌ ൭
uଵଵ uଵଶ uଵଷ
uଶଵ uଶଶ uଶଷ
uଷଵ uଷଶ uଷଷ

൱൭
cଵ
cଶ
cଷ
൱ 

 
∴ |ψഥ′〉 ൌ U|ψഥ〉 

 

を得ます．この式の両辺の転置⾏列をとると， 

 
〈ψഥᇱ| ൌ〈ψ|Uഥ୘ 

 

というブラベクトルの変換式も求められます．内積の変換式も⾒ておきま

しょう． 

 
ۧ′χത′|ψഥۦ ൌ ሺ〈χത|Uഥ୘ሻሺUഥ|ψഥ〉ሻ 

 
ൌ 〈χത|Eഥ|ψഥ〉 

 
ൌ  χത|ψഥۧۦ

 

となるので，内積は直交変換に対して不変です．次に，作⽤素⾏列の変換



式も求めておきましょう．もとの作⽤素⾏列， 

 

Aഥ෡ ൌ ൭
aଵଵ aଵଶ aଵଷ
aଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

൱ 

 

に対して，基底を変換した場合の新しい作⽤素⾏列を， 

 

Aഥ෡′ ൌ ቌ
a′ଵଵ a′ଵଶ a′ଵଷ
a′ଶଵ a′ଶଶ a′ଶଷ
a′ଷଵ a′ଷଶ a′ଷଷ

ቍ 

 

とします．⾏列要素は， 

 

a୫୬ ൌ ർϕഥ୫ቚAഥ෡ቚϕഥ୬඀ 

 

から， 

 

a′୫୬ ൌ ർϕഥ′୫ቚAഥ෡ቚϕഥ′୬඀ 

 

へ変換されます．最後の式は次のように計算されます． 

 

a′୫୬ ൌ ሺ෍u୫୧

ଷ

୧ୀଵ

〈ϕഥ୧|ሻ	Aഥ෡ሺ෍u୬୨

ଷ

୨ୀଵ

|ϕഥ୨〉ሻ 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨u୬୨ 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨ሺu୨୬ሻ୘ 



 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨ሺu୨୬ሻିଵ 

 

∴ ቌ
a′ଵଵ a′ଵଶ a′ଵଷ
a′ଶଵ a′ଶଶ a′ଶଷ
a′ଷଵ a′ଷଶ a′ଷଷ

ቍ

ൌ ൭
uଵଵ uଵଶ uଵଷ
uଶଵ uଶଶ uଶଷ
uଷଵ uଷଶ uଷଷ

൱൭
aଵଵ aଵଶ aଵଷ
aଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

൱൭
uଵଵ uଵଶ uଵଷ
uଶଵ uଶଶ uଶଷ
uଷଵ uଷଶ uଷଷ

൱

ିଵ

 

 
∴ Aഥ෡ᇱ ൌ UഥAഥ෡Uഥିଵ 

 

故に，作⽤素⾏列の変換式が求められました．また，変換式の両辺に左か

らUഥିଵ，右からUഥを作⽤させて計算すると， 

 
UഥିଵAഥ෡′Uഥ ൌ UഥିଵUഥAഥ෡UഥିଵUഥ 

 
ൌ EഥAഥ෡Eഥ 

 
ൌ Aഥ෡ 

 
∴ Aഥ෡ ൌ UഥିଵAഥ෡′Uഥ 

 

となります． 

 

Q14-2 数学的準備２（N 次元複素ベクトル空間の線形代数） 

前の Section のベクトル空間の次元を N 次元に（N は⾃然数とします．），

⾏列要素を複素数に拡張しましょう．この抽象化されたベクトル空間を N

次元複素ベクトル空間と⾔います． 



ケットベクトルは， 

 

|ψഥ〉 ൌ ൮

cଵ
cଶ
⋮
c୒

൲ 

 

と表されます．このケットベクトルに対するブラベクトルは， 

 
〈ψഥ| ൌ ሺcଵ

∗ cଶ
∗ ⋯ c୒

∗ ሻ 
 

で定義されます．ブラベクトルはケットベクトルの転置共役⾏列です．ま

た，内積は， 

 

χത|ψഥۧۦ ൌ ሺdଵ
∗ dଶ

∗ ⋯ d୒
∗ ሻ൮

cଵ
cଶ
⋮
c୒

൲ 

 
ൌ dଵ

∗cଵ ൅ dଶ
∗cଶ ൅ ⋯൅ d୒

∗ c୒ 
 

です．作⽤素⾏列は， 

 
|ψഥ′〉 ൌ Aഥ෡|ψഥ〉 

 

の式のAഥ෡であることには変わりはありませんが， 

 

Aഥ෡ ൌ ൮

aଵଵ aଵଶ
aଶଵ aଶଶ

⋯ aଵ୒
⋯ aଶ୒

⋮ ⋮
a୒ଵ a୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a୒୒

൲ 

 



のように，⾏列要素をもちます．⼀般に， 

 
Aഥ෡ሺα|ψഥଵ〉 ൅ β|ψഥଶ〉ሻ ൌ αAഥ෡|ψഥଵ〉 ൅ βAഥ෡|ψഥଶ〉 

 

という関係を満たす作⽤素⾏列のことを線形作⽤素⾏列といいます．（αと

βは複素数の定数．） 

標準基底ベクトルは， 

 

|ϕഥଵ〉 ≡

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
0
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
	, |ϕഥଶ〉 ≡

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
1
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
	,⋯ , |ϕഥ୒〉 ≡

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
0
0
⋮
0
ی1

ۋۋ
ۊ

 

 

で定義されます．この標準基底ベクトルにより，任意のケットベクトルは

次のように表すことができます． 

 

|ψ〉 ൌ ൮

cଵ
cଶ
⋮
c୒

൲ 

 

ൌ cଵ

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
0
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
൅ cଶ

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
1
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
൅⋯൅ c୒

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
0
0
⋮
0
ی1

ۋۋ
ۊ

 

 

ൌ෍c୬

୒

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

ブラベクトルに対しても，同様に標準基底ベクトルを定義することができ



ます． 

 
〈ϕഥଵ| ≡ሺ1 0 0 0 ⋯ 0ሻ 

 
〈ϕഥଶ| ≡ሺ0 1 0 0 ⋯ 0ሻ 

 
⋮ 

 
〈ϕഥ୒| ≡ሺ0 0 0 ⋯ 0 1ሻ 

 

これらの標準基底ベクトルにより，任意のブラベクトルが表されることは

ケットベクトルの場合と同様です． 

 

〈ψഥ| ൌ ෍c୬∗
୒

୬ୀଵ

〈ϕഥ୬| 

 

標準基底ベクトルの間には，次の規格直交条件が成⽴します． 

 
ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ δ୫୬ 

 

この式は，具体的に， 

 

ൻϕഥଵหϕഥଵൿ ൌ ሺ1 0 0 0 ⋯ 0ሻ

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
0
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
ൌ 1 

 



ൻϕഥଵหϕഥଶൿ ൌ ሺ1 0 0 0 ⋯ 0ሻ

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
1
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
ൌ 0 

 

のように，計算して確かめられます．規格直交条件を満たしている標準基

底ベクトルは規格直交系を成しているといいます．また，標準基底ベクト

ルを使うと，ケットベクトルの⾏列要素は，例えば， 

 

cଵ ൌ ሺ1 0 0 0 ⋯ 0ሻ

ۉ

ۈۈ
ۇ

cଵ
cଶ
cଷ
cସ
⋮
c୒ی

ۋۋ
ۊ
ൌ ൻϕഥଵหψഥൿ 

 

のように，表されます．従って， 

 
c୬ ൌ ൻϕഥ୬หψഥൿ 

 

です．また，作⽤素⾏列の⾏列要素は，例えば， 

 

aଵଶ ൌ ሺ1 0 0 0 ⋯ 0ሻ൮

aଵଵ aଵଶ
aଶଵ aଶଶ

⋯ aଵ୒
⋯ aଶ୒

⋮ ⋮
a୒ଵ a୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a୒୒

൲

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
1
0
0
⋮
ی0

ۋۋ
ۊ
ൌ ർϕഥଵቚAഥ෡ቚϕഥଶ඀ 

 

のように，表されます．したがって， 

 

a୫୬ ൌ ർϕഥ୫ቚAഥ෡ቚϕഥ୬඀ 



 

となります．標準基底ベクトルに限らず，ある規格直交系を成す基底ベク

トルから何らかの操作をして，他の規格直交系を成す基底ベクトルをつく

ることを基底の変換と⾔います．基底の変換を式で書くと， 

 

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍u୫୬∗
୒

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

と表されます．（Uഥ⾏列の複素共役を使って定義しましたが，このようにす

れば，後の共役の関係がすっきりとしたものになります．）この式の両辺

の複素共役をとり，さらにケットベクトルを転置して， 

 

〈ϕഥ′୫| ൌ ෍u୫୬

୒

୬ୀଵ

〈ϕഥ୬| 

 

となります．新しい基底ベクトルも規格直交系を成していますので， 

 
ൻϕഥ′୫หϕഥ′୬ൿ ൌ δ୫୬ 

 

が成⽴します．ここで，左辺を計算すると， 

 

ൻϕഥ′୫หϕഥ′୬ൿ ൌ෍u୫୧

୒

୧ୀଵ

〈ϕഥ୧|෍u୬୨
∗

୒

୨ୀଵ

|ϕഥ୨〉 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

u୬୨
∗ δ୧୨ 

 



ൌ෍u୫୧

୒

୧ୀଵ

u୬୧
∗  

 

となります．よって， 

 

෍u୫୧

୒

୧ୀଵ

u୬୧
∗ ൌ δ୫୬ 

 

∴ ൮

uଵଵ uଵଶ
uଶଵ uଶଶ

⋯ uଵ୒
⋯ uଶ୒

⋮ ⋮
u୒ଵ u୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ u୒୒

൲൮

uଵଵ
∗ uଶଵ

∗

uଵଶ
∗ uଶଶ

∗
⋯ u୒ଵ

∗

⋯ u୒ଶ
∗

⋮ ⋮
uଵ୒
∗ uଶ୒

∗
⋱ ⋮
⋯ u୒୒

∗

൲ ൌ ቌ

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 1

ቍ 

 

となります．Uഥの転置をとり⾏列要素を複素共役にした⾏列を転置共役⾏

列と⾔いますが，これをUഥାで表します．このとき，上の式は， 

 
UഥUഥା ൌ Eഥ 

 

となります．従って，Uഥの転置共役⾏列はUഥの逆⾏列になります． 

 
Uഥା ൌ Uഥିଵ 

 

この関係式を満たす⾏列をユニタリー⾏列と⾔います．すなわち， 

 

“規格直交系の基底ベクトルの変換を表す⾏列はユニタリー⾏列です．” 

 

という結論が得られました．（ユニタリー⾏列による変換をユニタリー変

換と⾔います．）ここで，Uഥ ൌ Uഥの両辺に左からUഥାを作⽤させると， 

 



UഥାUഥ ൌ Eഥ 
 

∴ ൮

uଵଵ
∗ uଶଵ

∗

uଵଶ
∗ uଶଶ

∗
⋯ u୒ଵ

∗

⋯ u୒ଶ
∗

⋮ ⋮
uଵ୒
∗ uଶ୒

∗
⋱ ⋮
⋯ u୒୒

∗

൲൮

uଵଵ uଵଶ
uଶଵ uଶଶ

⋯ uଵ୒
⋯ uଶ୒

⋮ ⋮
u୒ଵ u୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ u୒୒

൲ ൌ ቌ

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 1

ቍ 

 

∴෍u୧୫
∗

୒

୧ୀଵ

u୧୬ ൌ δ୫୬ 

 

という関係式も成⽴します．また，基底ベクトルの逆変換も求めておきま

しょう．変換式は， 

 

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍u୫୬∗
୒

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 

でしたが，両辺にu୫୧をかけて m について和をとり，計算します． 

 

෍ u୫୧

୒

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 ൌ ෍ u୫୧

୒

୫ୀଵ

u୫୬∗ |ϕഥ୬〉 

 

ൌ෍δ୧୬

୒

୬ୀଵ

|ϕഥ୬〉 

 
ൌ |ϕഥ୧〉 

 

添え字の i を n に置き直すと， 

 

|ϕഥ୬〉 ൌ ෍ u୫୬

୒

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 



 

という新しい基底ベクトルを古い基底ベクトルに逆変換する式が導かれ

ました． 

ユニタリー⾏列による基底ベクトルの変換に伴い，任意のベクトルと作

⽤素⾏列はどのように変換するでしょうか？まず，ケットベクトルですが，

変換前の基底ベクトルで表し，それを変換後の基底ベクトルに逆変換した

式を代⼊すると， 

 

|ψഥ〉 ൌ ෍c୬

୒

୬ୀଵ

|ϕഥ′୬〉 

 

ൌ෍c୬

୒

୬ୀଵ

ሺ෍ u୫୬

୒

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉ሻ 

 

ൌ ෍ሺ෍u୫୬

୒

୬ୀଵ

୒

୫ୀଵ

c୬ሻ|ϕഥ′୫〉 

 

となります．この式と，変換後の基底ベクトルで表した式， 

 

|ψ〉 ൌ ෍ c′୫

୒

୫ୀଵ

|ϕഥ′୫〉 

 

を⽐較して， 

 

c′୫ ൌ ෍u୫୬c୬

୒

୬ୀଵ

 

 



となります．故に， 

 

൮

c′ଵ
c′ଶ
⋮
c′୒

൲ ൌ ൮

uଵଵ uଵଶ
uଶଵ uଶଶ

⋯ uଵ୒
⋯ uଶ୒

⋮ ⋮
u୒ଵ u୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ u୒୒

൲൮

cଵ
cଶ
⋮
c୒

൲ 

 
∴ |ψഥ′〉 ൌ Uഥ|ψഥ〉 

 

を得ます．最後の式の両辺の転置共役をとると， 

 
〈ψഥᇱ| ൌ 〈ψഥ|Uഥା 

 

というブラベクトルの変換式も求められます．内積の変換式も求めておき

ましょう． 

 
ۧ′χത′|ψഥۦ ൌ ሺ〈χത|UഥାሻሺUഥ|ψഥ〉ሻ 

 
ൌ  χത|ψഥۧۦ

 

となるので，内積はユニタリー変換に対して不変です．作⽤素⾏列の変換

式も求めておきましょう．もとの作⽤素⾏列， 

 

Aഥ෡ ൌ ൮

aଵଵ aଵଶ
aଶଵ aଶଶ

⋯ aଵ୒
⋯ aଶ୒

⋮ ⋮
a୒ଵ a୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a୒୒

൲ 

 

に対して，基底を変換した場合の新しい作⽤素⾏列を， 

 



Aഥ෡′ ൌ ൮

a′ଵଵ a′ଵଶ
a′ଶଵ a′ଶଶ

⋯ a′ଵ୒
⋯ a′ଶ୒

⋮ ⋮
a′୒ଵ a′୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a′୒୒

൲ 

 

とします．⾏列要素は， 

 

a୫୬ ൌ ർϕഥ୫ቚAഥ෡ቚϕഥ୬඀ 

 

から， 

 

a′୫୬ ൌ ർϕഥ′୫ቚAഥ෡ቚϕഥ′୬඀ 

 

へ変換されます．最後の式は次のように計算されます． 

 

a′୫୬ ൌ ሺ෍u୫୧

୒

୧ୀଵ

〈ϕഥ୧|ሻAഥ෡ሺ෍u୬୨
∗

୒

୨ୀଵ

|ϕഥ୨〉ሻ 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨u୬୨
∗  

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨ሺu୨୬ሻା 

 

ൌ෍u୫୧
୧,୨

a୧୨ሺu୨୬ሻିଵ 

 



∴ ൮

a′ଵଵ a′ଵଶ
a′ଶଵ a′ଶଶ

⋯ a′ଵ୒
⋯ a′ଶ୒

⋮ ⋮
a′୒ଵ a′୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a′୒୒

൲

ൌ ൮

uଵଵ uଵଶ
uଶଵ uଶଶ

⋯ uଵ୒
⋯ uଶ୒

⋮ ⋮
u୒ଵ u୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ u୒୒

൲൮

aଵଵ aଵଶ
aଶଵ aଶଶ

⋯ aଵ୒
⋯ aଶ୒

⋮ ⋮
a୒ଵ a୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ a୒୒

൲൮

uଵଵ uଵଶ
uଶଵ uଶଶ

⋯ uଵ୒
⋯ uଶ୒

⋮ ⋮
u୒ଵ u୒ଶ

⋱ ⋮
⋯ u୒୒

൲

ିଵ

 

 
∴ Aഥ෡ᇱ ൌ UഥAഥ෡Uഥିଵ 

 

故に，変換式が求められました．また，この変換式の両辺に左からUഥିଵを，

右からUഥを作⽤させて計算すると， 

 
UഥିଵAഥ෡ᇱUഥ ൌ UഥିଵUഥAഥ෡UഥିଵUഥ 

 
ൌ EഥAഥ෡Eഥ 

 
ൌ Aഥ෡ 

 
∴ Aഥ෡ ൌ UഥିଵAഥ෡ᇱUഥ 

 

となります． 

次に，作⽤素⾏列の中で，特に， 

 
Aഥ෡ ൌ Aഥ෡ା 

 

の関係を満たす⾏列を考えましょう．この⾏列をエルミート作⽤素⾏列と

⾔います．エルミート作⽤素⾏列に対しては， 

 

ർχതቚAഥ෡ቚψഥ඀ ൌ ർχതቚAഥ෡ାቚψഥ඀ 



 

∴ ർχതቚAഥ෡ቚψഥ඀ ൌ ർAഥ෡χതቚψഥ඀ 

 

の関係式が成⽴します．ここで，エルミート作⽤素⾏列をユニタリー変換

してみましょう． 

 
Aഥ෡ᇱ ൌ UഥAഥ෡Uഥିଵ 

 

と新しい作⽤素⾏列をつくり，転置共役をとり，計算します． 

 
Aഥ෡′ା ൌ ሺUഥAഥ෡Uഥିଵሻା 

 
ൌ ሺUഥିଵሻାAഥ෡ାUഥା 

 
ൌ UഥAഥ෡Uഥିଵ 

 
ൌ Aഥ෡′ 

 

すなわち， 

 

“エルミート作⽤素⾏列をユニタリー変換した⾏列もエルミート作⽤素

⾏列です．” 

 

という結論が得られます． 

関数の場合と同様に，ベクトル空間の場合も固有値問題を考えることが

できます． 

 
Aഥ෡|ψഥ〉 ൌ a|ψഥ〉 



 

この⽅程式を固有⽅程式，|ψഥ〉を固有ベクトル，a は⼀般に複素数の定数で

固有値と⾔います．固有ベクトルは N 個あります．固有値は最⼤で N 個

ですが，場合によっては１つの固有ベクトルに対して複数の固有値が対 

応することがあります．これを縮退と呼ぶのは，関数の場合と同様です． 

ここで，次の定理が成⽴します． 

 

“エルミート作⽤素⾏列の固有値は実数です．” 

 

この定理を証明しましょう．固有⽅程式， 

 
Aഥ෡|ψഥ〉 ൌ a|ψഥ〉 

 

が成⽴するものとします．ここで，Aഥ෡はエルミート作⽤素⾏列なので， 

 

ർψഥቚAഥ෡ቚψഥ඀ ൌ ർAഥ෡ψഥቚψഥ඀ 

 
∴ aۦψഥ|ψഥۧ ൌ a∗ۦψഥ|ψഥۧ 

 
∴ a ൌ a∗ 

 

したがって，固有値 a は実数です．（証明終．）次に，エルミート作⽤素⾏

列Aഥ෡についての，固有ベクトルの性質について調べましょう． 

 

ർχതቚAഥ෡ቚψഥ඀ ൌ ർAഥ෡χതቚψഥ඀ 

 

の関係において，ブラベクトル，ケットベクトルをそれぞれ m 番⽬と n



番⽬の固有ベクトルとして，〈χ| ൌ 〈ϕഥ୫|, |ψഥ〉 ൌ |ϕഥ୬〉とおき，計算します． 

 

ർϕഥ୫ቚAഥ෡ቚϕഥ୬඀ ൌ ർAഥ෡ϕഥ୫ቚϕഥ୬඀ 

 
∴ a୬ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ a୫∗ ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ 

 

エルミート演算⼦の固有値は実数なので， 

 
ሺa୫ െ a୬ሻൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ 0 

 

となります．異なる固有状態についての固有値が等しくないとき，すなわ

ち， 

 
a୫ ് a୬ 

 

の場合， 

 
ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ 0 

 

の関係が成⽴します．つまり， 

 

”エルミート作⽤素⾏列の異なる固有値に属する２つの固有ベクトルは

直交します．” 

 

という定理が証明されました．また，固有ベクトルに適当な定数を掛けて

規格化することができます． 

 
ൻϕഥ୬หϕഥ୬ൿ ൌ 1 



 

固有ベクトルが g 重に縮退している場合を考えましょう．上の議論は縮

退していないことを前提としていましたが，縮退しているときは次のグラ

ム-シュミットの直交化法を使います．いま， 

 
|ϕഥଵ〉, |ϕഥଶ〉,⋯ , |ϕഥ୥〉 

 

が同じ固有値をもつ g 重に縮退した固有ベクトルとします．まず， 

 
|ϕഥ′ଵ〉 ൌ a|ϕഥଵ〉 

 

とおき， 

 
ൻϕഥ′ଵหϕഥ′ଵൿ ൌ 1 

 

となるように定数 a を決めます．次に， 

 
|ϕഥ′ଶ〉 ൌ bଵ|ϕഥ′ଵ〉 ൅ bଶ|ϕഥ′ଶ〉 

 

とおき， 

 
ൻϕഥ′ଵหϕഥ′ଶൿ ൌ bଵ ൅ bଶൻϕഥ′ଵหϕഥ′ଶൿ ൌ 0 

 
ൻϕഥ′ଶหϕഥ′ଶൿ ൌ 1 

 

の条件より，bଵ, bଶを決定して，|ϕഥ′ଶ〉を求めます．さらに， 

 
|ϕഥ′ଷ〉 ൌ cଵ|ϕഥ′ଵ〉 ൅ cଶ|ϕഥ′ଶ〉 ൅ cଷ|ϕഥ′ଷ〉 



 

とおき，同様な議論をします．以下，その繰り返しです．最終的に得られ

た直交条件を満たす固有ベクトルのダッシュをとります．このように縮退

がある場合も必ず直交化することができます．以上の，直交条件と規格化

条件をまとめると， 

 
ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ δ୫୬ 

 

が成⽴します．すなわち， 

 

“エルミート作⽤素⾏列の固有ベクトルの全体は，規格直交系を形成し

ます．” 

 

という重要な性質が判明しました．いままでの議論により，規格直交系を

成すベクトルによって任意のベクトルが表されることが理解されます．従

って， 

 

“エルミート作⽤素⾏列の固有ベクトル全体は，基底ベクトルを張るこ

とができます．” 

 

という結論が得られました． 

 

Q14-3 量⼦状態（状態ベクトル:ケットベクトルとブラベクトル） 

いままでの Chapter で⾒てきた量⼦⼒学は，シュレディンガー⽅程式を

中⼼とした波動⼒学と呼ばれる形式でした．波動⼒学では，量⼦状態は波

動関数で，オブザーバブルは演算⼦で表されました．ここで，前の Section



で取り扱った N 次元複素ベクトル空間をさらに拡張した，無限次元複素ベ

クトル空間の⾏列を使って，新たに⾏列⼒学という形式の量⼦⼒学に書き

直してみましょう．ベクトルの⼤きさのことをノルムと⾔いますが，ノル

ムの収束する無限次元複素ベクトル空間のことをヒルベルト空間と⾔い

ます．⾏列⼒学はヒルベルト空間によって記述されます． 

量⼦状態とオブザーバブルという量⼦⼒学の２つの基礎概念を，⾏列を

使って表しましょう．まず，この Section では量⼦状態を考えます．波動

⼒学では，量⼦状態を表す任意の波動関数ψは，完全系である規格直交系

ሼϕଵሺxሬԦሻ, ϕଶሺxሬԦሻ,⋯ ሽによって，次のように展開して表されました． 

 

ψሺt, xሬԦሻ ൌ ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻϕ୬ሺxሬԦሻ 

 

この式を，ケットベクトルを使って，次のように表しましょう． 

 

|ψഥ〉 ൌ ൭
cଵሺtሻ
cଶሺtሻ
⋮
൱ 

 

要素はもとの n と同様に無限個あります．このケットベクトルは波動関数

に代わるものであり，量⼦状態を表すものなので状態ベクトルと呼ばれま

す．状態ベクトルのブラベクトルは， 

 
〈ψഥ| ൌ ሺcଵ

∗ሺtሻ cଶ
∗ሺtሻ ⋯ሻ 

 

です．ブラベクトルはケットベクトルの転置共役⾏列でした．概念の繋が

りは， 

 



ド・ブロイ波

→ ൞
波動⼒学；波動関数＝確率振幅

⾏列⼒学；状態ベクトル（ケットベクトルとブラベクトル）
ൢ

→ 量⼦状態 

 

となります．ブラベクトルとケットベクトルの内積をつくると， 

 

ψഥ|ψഥۧۦ ൌ ሺcଵ
∗ሺtሻ cଶ

∗ሺtሻ ⋯ሻ൭
cଵሺtሻ
cଶሺtሻ
⋮
൱ 

 
ൌ cଵ

∗ሺtሻcଵሺtሻ ൅ cଶ
∗ሺtሻcଶሺtሻ ൅ ⋯ 

 

ൌ෍|c୬ሺtሻ|ଶ
ஶ

୬ୀଵ

 

 
ൌ 1 

 

となりますが，これは粒⼦の存在確率が１であるという，状態ベクトルの

規格化条件を表しています． 

次に，規格直交系を成す標準基底ベクトルのケットベクトルを表します． 

 

|ϕഥଵ〉 ≡

ۉ

ۈۈ
ۇ

1
0
0
0
0
ی⋮

ۋۋ
ۊ
, |ϕഥଶ〉 ≡

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
1
0
0
0
ی⋮

ۋۋ
ۊ
,⋯ , |ϕഥ୬〉 ≡

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0
⋮
0

1ሺn 番⽬ሻ

0
⋮ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

,⋯ 

 

任意のケットベクトルは標準基底ベクトルで表されます． 



 

|ψഥ〉 ൌ ൭
cଵሺtሻ
cଶሺtሻ
⋮
൱ 

 

ൌ cଵሺtሻ ቌ

1
0
0
⋮

ቍ ൅ cଶሺtሻቌ

0
1
0
⋮

ቍ ൅⋯ 

 
ൌ cଵሺtሻ|ϕഥଵ〉 ൅ cଶሺtሻ|ϕഥଶ〉 ൅ ⋯ 

 

ൌ෍c୬

ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻ|ϕഥ୬〉 

 

ブラベクトルの標準基底ベクトルも同様に定義できます． 

 
〈ϕഥଵ| ≡ ሺ1 0 0 0 0 ⋯ሻ 

 
〈ϕഥଶ| ≡ ሺ0 1 0 0 0 ⋯ሻ 

 
⋮ 

 

〈ϕഥ୬| ≡ ቀ0 ⋯ 0 1ሺn 番⽬ሻ 0 ⋯ቁ 

 
⋮ 

 

ケットベクトルの場合と同様に，任意のブラベクトルは標準基底ベクトル

で展開できます． 

 

〈ψഥ| ൌ ෍c୬∗
ஶ

୬ୀଵ

ሺtሻ〈ϕഥ୬| 



 

標準基底ベクトルの間には， 

 
ൻϕഥ୫หϕഥ୬ൿ ൌ δ୫୬ 

 

が成り⽴っています．この条件は規格直交条件といいますが，具体的に標

準基底ベクトルを使い， 

 

ൻϕഥଵหϕഥଵൿ ൌ ሺ1 0 0 ⋯ሻቌ

1
0
0
⋮

ቍ ൌ 1 

 

ൻϕഥଵหϕഥଶൿ ൌ ሺ1 0 0 ⋯ሻቌ

0
1
0
⋮

ቍ ൌ 0 

 

のように，確認されます．また，規格直交条件は波動⼒学での， 

 

නϕ୫∗ ሺxሬԦሻϕ୬ሺxሬԦሻdଷx ൌ δ୫୬ 

 

という関係式（これも規格直交条件といいました．）に対応していること

は明らかですね． 

 

Q14-4 オブザーバブル（線形エルミート⾏列） 

波動⼒学では，オブザーバブルは線形エルミート演算⼦ܣመで表現されま

した．ここで，波動⼒学での固有⽅程式， 

 
Ԧሻݔመ߶௡ሺܣ ൌ ܽ௡߶௡ሺݔԦሻ 



 

において，左から߶௠∗ ሺݔԦሻを掛け，空間について積分します． 

 

න߶௠∗ ሺݔԦሻܣመ߶௡ሺݔԦሻ݀ଷݔ ൌ ܽ௡ න߶௠∗ ሺݔԦሻ߶௡ሺݔԦሻ݀ଷݔ 

 
ൌ ܽ௡ߜ௠௡ 

 

この関係式を m ⾏ n 列の⾏列要素をもつ⾏列の式と⾒なすことができま

す．（もとの固有関数が無限個あるので，m と n の次元は無限⼤になりま

す．）すなわち， 

 

௠௡ܣ ≡ න߶௠∗ ሺݔԦሻܣመ߶௡ሺݔԦሻ݀ଷݔ 

 

と定義すると，上式は， 

 

൭
ଵଵܣ ଵଶܣ ⋯
ଶଵܣ ଶଶܣ ⋯
⋮ ⋮ ⋱

൱ ൌ ൭
ܽଵ 0 ⋯
0 ܽଶ ⋯
⋮ ⋮ ⋱

൱ 

 

と表すことができます．ここで，ブラケットの記法を使うと， 

 
௠௡ܣ ൌ ൻϕഥ୫หܣመหϕഥ୬ൿ 

 

と表すことができます． 

 

＊この表式で，ケットベクトル|ϕഥ୬ൿやブラベクトルൻϕഥ୫|は具体的に何を表

すのか？標準基底ベクトルか？ 

 



 

 

 

௠௡は線形エルミート⾏列です．（線形エルミート作⽤素⾏列というべきかܣ

もしれませんが，波動⼒学での線形エルミート演算⼦という⽤語と対照的

するために，作⽤素という⾔葉は省略することにします．）ܣ௠௡は⾏列です

から，線形性をもっていることは， 

 

 

 

 

 

のように⽰すことができます．エルミート性については，以下のように証

明できます． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Q14-5 ⾏列⼒学の展開１（表⽰） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q14-6 ⾏列⼒学の展開２（併⽴するオブザーバブル） 

 

 

 

 

 

 

Q14-7 ⾏列⼒学の展開 3（併⽴しないオブザーバブル） 

 

 

 

 



Q14-8 ⾏列⼒学の展開 4（時間発展演算⼦） 

 

 

 

 

 

Q14-9 ⾏列⼒学の展開 5（描像とハイゼンベルク⽅程式） 

 

 

 

 

 

 

 



Q21 同種粒⼦ 
Q21-1 同種粒⼦ 

同種粒⼦とは，原理的に区別することができない粒⼦のことをいいます．

素粒⼦は同種粒⼦です．つまり，電⼦，陽⼦，中性⼦，クォーク，レプト

ンといった粒⼦は，それぞれにおいて同種粒⼦です． 

 

Q21-2 対称的状態と反対称的状態 

１種類の同種粒⼦からなる多粒⼦系について考えます．N 粒⼦系の状態

の波動関数を，次のように表します． 

 
ψሺt; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୒ሻ 

 

N 粒⼦系の状態について，対称的状態と反対称的状態というものを定義し

ておきましょう．対称的状態とは，１対の粒⼦の⼊れ替えについて，変化

しない状態のことをいいます． 

 
ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ ψሺt; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୨, ⋯ xሬԦ୧,⋯ , xሬԦ୒ሻ 

 

それに対して，反対称的状態とは，１対の粒⼦の⼊れ替えについて，符号

が反対になる状態のことをいいます． 

 
ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ െψሺt; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୨, ⋯ xሬԦ୧,⋯ , xሬԦ୒ሻ 

 

同種粒⼦からなる多粒⼦系については，次のような原理が成⽴します． 

 

原理: “同種粒⼦の状態は，対称的状態か，または反対称的状態です．” 

 



この原理を導出しておきましょう．まず，粒⼦の⼊れ替えを⾏う演算⼦P෡を

次のように定義しておきます． 

 
P෡୧୨ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ ψሺt; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୨, ⋯ xሬԦ୧,⋯ , xሬԦ୒ሻ 

 

このとき，同種粒⼦の場合，この式の右辺は元の状態の定数倍になると仮

定しましょう． 

 
P෡୧୨ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ ψሺt; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୨, ⋯ xሬԦ୧,⋯ , xሬԦ୒ሻ 

 
ൌ cψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨, ⋯ , xሬԦ୒൯ 

 

ここで，２回続けて同じ１対の粒⼦の⼊れ替えを⾏うと， 

 
P෡୧୨ ∙ P෡୧୨ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ P෡୧୨cψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ 

 
ൌ cଶψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ 

 

となります．２回同じ１対の粒⼦を⼊れ換えると，元の状態と完全に⼀致

するはずです． 

 
cଶψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ ൌ ψ൫t; xሬԦଵ,⋯ , xሬԦ୧, ⋯ xሬԦ୨,⋯ , xሬԦ୒൯ 

 

したがって， 

 
cଶ ൌ 1 

 
∴ c ൌ േ1 

 



となります．故に，同種粒⼦の状態は，対称的状態か，または反対称的状

態になります． 

 

Q21-3 スピンと統計の関係 

⼀般に，⾓運動量の値は整数か，または半整数になります．スピンの場

合も例外ではありません．整数スピンをもつ粒⼦をボーズ粒⼦（ボゾン）

といい，半整数スピンをもつ粒⼦をフェルミ粒⼦（フェルミオン）といい

ます．ボゾンの状態は対称的状態であり，ボーズ統計に従います．フェル

ミオンの状態は反対称的状態であり，フェルミ統計に従います．ボゾンの

代表例は光⼦（フォトン）であり，フェルミオンの代表例は電⼦です． 

 

Q21-4 パウリの排他律 

フェルミオンの場合，その状態は反対称的状態でした．N 個のフェルミ

オンからなる系の波動関数を， 

 
ψ ൌ ψ൫t; xሬԦଵ, σଵ,⋯ , xሬԦ୧, σ୧,⋯ , xሬԦ୨, σ୨,⋯ , xሬԦ୒, σ୒൯ 

 

と表します．ただし，σはスピン座標です．このとき，任意の２つのフェ

ルミオンの座標の⼊れ替えを⾏うと， 

 
P෡୧୨ψ൫t; xሬԦଵ, σଵ,⋯ , xሬԦ୧, σ୧,⋯ , xሬԦ୨, σ୨,⋯ , xሬԦ୒, σ୒൯ 

 
ൌ ψ൫t; xሬԦଵ, σଵ,⋯ , xሬԦ୨, σ୨,⋯ , xሬԦ୧, σ୧,⋯ , xሬԦ୒, σ୒൯ 

 

となります．フェルミオンの状態は反対称的状態ですので， 

 
ψ൫t; xሬԦଵ, σଵ,⋯ , xሬԦ୨, σ୨,⋯ , xሬԦ୧, σ୧,⋯ , xሬԦ୒, σ୒൯

ൌ െψ൫t; xሬԦଵ, σଵ,⋯ , xሬԦ୧, σ୧,⋯ , xሬԦ୨, σ୨,⋯ , xሬԦ୒, σ୒൯ 



 

の関係が成⽴します．ただし，i と j は，1 から N までの中の任意の２個

の粒⼦を表します．ここで，もし，２つのフェルミオンが同じ座標を占め

て，それがሺxሬԦ୧, σ୧ሻとሺxሬԦ୨, σ୨ሻだったとします．このとき，上の式からわかる

ように，波動関数は 0 になってしまいます．つまり， 

 

“フェルミオンはスピンを含め，同⼀の状態を２つ以上占めることがで

きません．” 

 

というパウリの排他律という原理が成⽴するのです． 



Q22 波動場の正準量⼦化（第⼆量⼦化） 
Q22-1 波動場の正準量⼦化（第⼆量⼦化）とハイゼンベルク⽅程式 

量⼦⼒学を発展させて素粒⼦論や物性理論へ進んだ場合，場を量⼦化す

る必要性が⽣じてきます．場といえば，電磁場がすぐに思いつきますが，

時間と空間に依存した物理量で，物理的に意味のあるものならば，考える

べき対象となります．例えば，時間と空間に依存する量である波動関数も，

場であるということが⾔えます．それ以外に，特殊相対論的量⼦⼒学で登

場してくる⽅程式を満たす場も取り扱います．（詳しくは場の量⼦論の

Report で取り扱います．）それらの場を量⼦化する場合，物理量すなわち

オブザーバブルである場を，量⼦⼒学の⼀般論に従い，演算⼦に格上げし

ます．場の量⼦化のことを第⼆量⼦化ともいいます．演算⼦に格上げされ

た場は，フーリエ展開されると，その展開係数が，ある代数的関係を満た

します．その代数的関係というのが，調和振動⼦の代数学です．以下の

Section で⾒ていくように，場の量は，調和振動⼦の代数学を満たす⽣成

消滅演算⼦と呼ばれるもので表されることになります． 

場の量⼦化を扱うこの Chapter では，ハイゼンベルク描像で議論を進め

ます．この描像ではオブザーバブルが時間的に変化し，ケットやブラの量

⼦状態には時間依存性がありません．このとき，基礎⽅程式であるハイゼ

ンベルク⽅程式が成⽴します． 

 

݅԰
݀
ݐ݀
መሺtሻܣ ൌ ሾܣመሺtሻ,  ෡ሿܪ

 

，෡はハミルトニアンを表します．またܪ，መሺtሻは⼀般的なオブザーバブルܣ

右辺の括弧は交換⼦で， 

 
,መܣൣ ෠൧ܤ ≡ ෠ܤመܣ െ  መܣ෠ܤ



 

と定義されるもので，⽂字の上の記号ハットはその量が演算⼦であること

を⽰しています． 

ハイゼンベルク⽅程式を基礎にして，量⼦化を実⾏する⽅法について，

調和振動⼦を考えてみましょう．調和振動⼦の座標を x，その⾓振動数を

ωとすると，古典論での運動⽅程式は， 

 
݀ଶ

ଶݐ݀
ሻݐሺݔ ൌ െ߱ଶݔሺݐሻ 

 

です．この⽅程式は， 

 

൞
݉
݀
ݐ݀
ሻݐሺݔ ൌ 									ሻݐሺ݌

݀
ݐ݀
ሻݐሺ݌ ൌ െ݉߱ଶݔሺݐሻ

	ሺ1ሻ 

 

と同等になります．(1)式が，ハイゼンベルク⽅程式， 

 

൞
݅԰

݀
ݐ݀
ොሺtሻݔ ൌ ,ොሺtሻݔൣ ෡൧ܪ

݅԰
݀
ݐ݀
ሺtሻ̂݌ ൌ ,ሺtሻ̂݌ൣ ෡൧ܪ

	ሺ2ሻ 

 

と⼀致するように，ハミルトニアンܪ෡と，ݔොሺݐሻ, ሻの満たす代数関係を同ݐሺ̂݌

時に決めてみましょう．(1)式は古典論の⽅程式，(2)式は量⼦⼒学の⽅程

式です．代数関係を決定することで，量⼦化を実現することができるので

す．何故なら，x(t),p(t)が量⼦化される前は，ただの数です(c-数といいま

す．)が，それらが，代数関係を設定した後では演算⼦になっているから

です．（q-数といいます．演算⼦は作⽤の順番が意味を持つのでしたね．



ですから，代数関係によって，c-数を，演算⼦である q-数に格上げできる

のです．）代数関係を設定することにより，実⾏される量⼦化のことを正

準量⼦化といいます．次の２つの Section で，２通りの場合について考え

てみます． 

 

Q22-2 調和振動⼦の代数学と⽣成消滅演算⼦１（ボゾンの場合） 

最初の設定として， 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
෡ܪۓ ൌ

1
2݉

ଶሺtሻ̂݌ ൅
1
2
mωଶݔොଶሺݐሻ	

ሾݔොሺݐሻ, ሻሿݐሺ̂݌ ൌ ݅԰																									
ሾݔොሺݐሻ, ሻሿݐොሺݔ ൌ 0																										
ሾ̂݌ሺݐሻ, ሻሿݐሺ̂݌ ൌ 0																										

	ሺ3ሻ 

 

として量⼦化する場合を考えます．これらは，通常の調和振動⼦のハミル

トニアンと量⼦⼒学⼀般に成⽴する交換関係です．この交換関係が，代数

関係になります．ここで，ハイゼンベルク⽅程式(2)式を使って，古典的

な⽅程式(1)式の関係を量⼦化したものが導出されることを確認しておき

ます． 

 

݅԰
݀
ݐ݀
ොሺtሻݔ ൌ ,ොሺtሻݔൣ  ෡൧ܪ

 

ൌ ൤ݔොሺtሻ,
1
2݉

ଶሺtሻ̂݌ ൅
1
2
mωଶݔොଶሺݐሻ൨ 

 

ൌ
1
2݉

ሾݔොሺݐሻ,  ሻሿݐଶሺ̂݌

 

ൌ
1
2݉

ሺ̂݌ሺݐሻሾݔොሺݐሻ, ሻሿݐሺ̂݌ ൅ ሾݔොሺݐሻ,  ሻሻݐሺ̂݌ሻሿݐሺ̂݌



 

ൌ
1
2݉

ሺ̂݌ሺݐሻ ∙ ݅԰ ൅ ݅԰̂݌ሺݐሻሻ 

 

ൌ
݅԰
݉
 ሻݐሺ̂݌

 

∴ ݉
݀
ݐ݀
ሻݐොሺݔ ൌ  ሻݐሺ̂݌

 

݅԰
݀
ݐ݀
ሺtሻ̂݌ ൌ ,ሺtሻ̂݌ൣ  ෡൧ܪ

 

ൌ ൤̂݌ሺtሻ,
1
2݉

ଶሺtሻ̂݌ ൅
1
2
mωଶݔොଶሺݐሻ൨ 

 

ൌ
݉߱ଶ

2
ሾ̂݌ሺݐሻ,  ሻሿݐොଶሺݔ

 

ൌ
݉߱ଶ

2
ሺݔොሺݐሻሾ̂݌ሺݐሻ, ሻሿݐොሺݔ ൅ ሾ̂݌ሺݐሻ,  ሻሻݐොሺݔሻሿݐොሺݔ

 

ൌ
݉߱ଶ

2
ሼݔොሺݐሻሺെ݅԰ሻ ൅ ሺെi԰ሻݔොሺݐሻሽ 

 
ൌ െ݅԰m߱ଶݔොሺݐሻ 

 

∴
݀
ݐ݀
ሺtሻ̂݌ ൌ െ݉߱ଶݔොሺݐሻ 

 

確かに，(1)式の関係を量⼦化したものが導出されました． 

(3)式のような交換関係による量⼦化は，通常の調和振動⼦を正準変数

で量⼦化したものと同じであり，ハミルトニアンは，固有値， 

 



E୬ ൌ ԰ωሺn ൅
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 

 

をもちました．（Report “量⼦⼒学１”の Chapter “束縛状態:例（調和振動

⼦）”を参照されてください．）ここで， 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
aොሺtሻۓ ≡ ට

mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
		ሻݐሺ̂݌

aොାሺtሻ ≡ ට
mω
2԰

xොሺtሻ െ i
1

√2mω԰
ሻݐሺ̂݌

	ሺ4ሻ 

 

を定義して新しい演算⼦を導⼊します．右辺の係数が気になりますが，(4)

式は，Chapter “束縛状態:例（調和振動⼦）”の Section ”演算⼦法による

解法”で出てきた式と全く同じです．(3)式の交換関係を使って計算すると， 

 

ሾ ොܽሺݐሻ, ොܽାሺݐሻሿ ൌ ሾට
mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
,ሻݐሺ̂݌ ට

mω
2԰

xොሺtሻ െ i
1

√2mω԰
 ሻሿݐሺ̂݌

 

ൌ െ
݅
2԰

ሾݔොሺݐሻ, ሻሿݐሺ̂݌ ൅
݅
2԰

ሾ̂݌ሺݐሻ,  ሻሿݐොሺݔ

 

ൌ െ
݅
2԰

݅԰ ൅
݅
2԰

ሺെ݅԰ሻ 

 
∴ ሾ ොܽሺݐሻ, ොܽାሺݐሻሿ ൌ 1 

 

となります．また， 

 
ሾ ොܽሺݐሻ, ොܽሺݐሻሿ ൌ ሾ ොܽାሺݐሻ, ොܽାሺݐሻሿ ൌ 0 

 

は，明らかに成⽴します．(4)式の逆変換も計算しておきます．(4)式の２



つの式を辺々⾜して， 

 

ොܽሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻ ൌ 2ට
mω
2԰

xොሺݐሻ 

 

∴ ሻݐොሺݔ ൌ ඨ
԰

2݉߱
ሺ ොܽሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻሻ 

 

となります．(4)式の２つの式を辺々引くと， 

 

ොܽሺݐሻ െ ොܽାሺݐሻ ൌ 2i
1

√2mω԰
 ሺtሻ̂݌

 

∴ ሻݐሺ̂݌ ൌ െ݅ඨ
݉߱԰
2

ሺ ොܽሺݐሻ െ ොܽାሺݐሻሻ 

 

となります． 

演算⼦ ොܽሺݐሻ, ොܽାሺݐሻはボーズ演算⼦といいますが，その性質をみておくこ

とにしましょう．まず，(3)式のハミルトニアンを計算します． 

 

෡ܪ ൌ
1
2݉

ଶሺtሻ̂݌ ൅
1
2
mωଶݔොଶሺݐሻ 

 

ൌ
1
2݉

ሼെ݅ඨ
݉߱԰
2

ሺ ොܽሺݐሻ െ ොܽାሺݐሻሻሽሼെ݅ඨ
݉߱԰
2

൫ ොܽሺݐሻ െ ොܽାሺݐሻ൯ሽ

൅
1
2
mωଶሼඨ

԰
2݉߱

ሺ ොܽሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻሻሽሼඨ
԰

2݉߱
ሺ ොܽሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻሻሽ 

 



ൌ െ
1
4
԰߱ሺ ොܽሺݐሻ ොܽሺtሻ െ ොܽሺݐሻ ොܽାሺݐሻ െ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻ ොܽାሺݐሻሻ

൅
1
4
԰߱ሺ ොܽሺݐሻ ොܽሺݐሻ ൅ ොܽሺݐሻ ොܽାሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻ

൅ ොܽାሺݐሻ ොܽାሺݐሻሻ 
 

ൌ
1
2
԰߱ሺ ොܽሺݐሻ ොܽାሺݐሻ ൅ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻሻ 

 

ൌ
1
2
԰߱ሼሺ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻ ൅ 1ሻ ൅ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻሽ 

 

ൌ ԰ωሺ ොܽାሺݐሻ ොܽሺtሻ ൅
1
2
ሻ 

 

と表されます．ここで，ボーズ演算⼦ ොܽሺݐሻに対して，ハイゼンベルク⽅程

式， 

 

݅԰
݀
ݐ݀
መሺtሻܣ ൌ ሾܣመሺtሻ,  ෡ሿܪ

 

を適⽤して，その時間依存性を調べてみます． 

 

݅԰
݀
ݐ݀

ොܽሺݐሻ ൌ ሾ ොܽሺݐሻ, ԰ωሺ ොܽାሺݐሻ ොܽሺtሻ ൅
1
2
ሻሿ 

 
ൌ ԰ωሾ ොܽሺݐሻ, ොܽାሺݐሻ ොܽሺtሻሿ 

 
ൌ ԰ωሺ ොܽାሺݐሻሾ ොܽሺݐሻ, ොܽሺݐሻሿ ൅ ሾ ොܽሺݐሻ, ොܽାሺݐሻሿ ොܽሺtሻሻ 

 
ൌ ԰ωሺ ොܽାሺݐሻ ∙ 0 ൅ 1 ∙ ොܽሺtሻሻ 

 

∴
݀
ݐ݀

ොܽሺݐሻ ൌ െiω ොܽሺݐሻ 



 
∴ ොܽሺݐሻ ൌ ݐݏ݊݋ܿ ൈ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 
∴ ොܽሺ0ሻ ൌ ݐݏ݊݋ܿ ൈ 1 

 
∴ ොܽሺݐሻ ൌ ොܽሺ0ሻ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

ここで， 

 
ොܽ ≡ ොܽሺ0ሻ	ሺ ොܽା ≡ ොܽାሺ0ሻሻ 

 

と定義すると， 

 
ොܽሺݐሻ ൌ ොܽ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

となります．さらに，この式の両辺の複素共役をとると， 

 
ොܽାሺݐሻ ൌ ොܽା ∙ exp	ሺ݅߱ݐሻ 

 

となります．ܽොሺݐሻ, ොܽାሺݐሻについての交換関係の式で，t=0 とおいて，ܽො, ොܽାに

ついての交換関係， 

 

൜
ሾ ොܽ, ොܽାሿ ൌ 1																		
ሾ ොܽ, ොܽሿ ൌ ሾ ොܽା, ොܽାሿ ൌ 0

 

 

が成⽴します．話をハミルトニアンに戻しましょう．調和振動⼦のエネル

ギー固有値は， 

 

E୬ ൌ ԰ωሺn ൅
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1,2,⋯ ሻ 



 

でしたので，演算⼦ ොܽାሺݐሻ ොܽሺtሻは，固有値nሺൌ 0,1,2,⋯ ሻをもつことがわかり

ます．そこで，演算⼦ ොܽାሺݐሻ ොܽሺtሻを個数演算⼦ ෡ܰ， 

 
෡ܰ ≡ ොܽାሺݐሻ ොܽሺݐሻ 

 

として定義しましょう．このとき， 

 
෡ܰ ൌ ොܽା ∙ exp	ሺ݅߱ݐሻ ൈ ොܽ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 
ൌ ොܽା ොܽ 

 

となって，個数演算⼦ ෡ܰは時間に依存しません．したがって，෡ܰの固有値 n

も時間には無関係になります．さらに，固有状態を|n〉と表しますが，ハイ

ゼンベルク描像では状態ベクトルは無条件に時間に依存しません．結局，

固有⽅程式は， 

 
෡ܰ|n〉 ൌ n|n〉 

 

と表せますが，全てのパーツが時間に依りません．そこで，以下この

Section では，ボーズ演算⼦は，ܽොሺݐሻ, ොܽାሺݐሻではなく，時間に依存しない ොܽ, ොܽା

を使うことにします． 

さて，次の計算をします． 

 
|ሺ ොܽ|n〉ሻ|ଶ ൒ 0 

 
∴ ሺ ොܽ|n〉ሻାሺ ොܽ|n〉ሻ ൒ 0 

 
∴ |nۦ ොܽା ොܽ|nۧ ൒ 0 



 
∴ nۦn|nۧ ൒ 0 

 
∴ n ൒ 0 

 

となります．確かに，n は 0 または正であることが確認されました．また， 

 
ൣ ෡ܰ, ොܽ൧ ൌ ෡ܰ ොܽ െ ොܽ ෡ܰ 

 
ൌ ොܽା ොܽ ොܽ െ ොܽ ොܽା ොܽ 

 
ൌ ሺ ොܽା ොܽ െ ොܽ ොܽାሻ ොܽ 

 
ൌ െොܽ 

 
∴ ෡ܰ ොܽ െ ොܽ ෡ܰ ൌ െ ොܽ 

 
∴ ෡ܰ ොܽ|n〉 െ ොܽ ෡ܰ|n〉 ൌ െොܽ|n〉 

 
∴ ෡ܰ ොܽ|n〉 െ nሺ ොܽ|n〉ሻ ൌ െොܽ|n〉 

 
∴ ෡ܰ ොܽ|n〉 ൌ ሺn െ 1ሻ ොܽ|n〉 

 

したがって，状態 ොܽ|n〉ሺൌ |n െ 1〉ሻは ෡ܰの固有状態で，n-1 の固有値をもちま

す．演算⼦ ොܽは個数演算⼦の固有値を１つ減らす働きをもつことになりま

したので，消滅演算⼦といいます．消滅演算⼦ ොܽを繰り返し状態|n〉に作⽤

させていくと，その固有値はいずれ 0 になります．（n ൒ 0の性質があるの

で，負の固有値はありません．）固有値 0 の状態を真空状態といい，記号|0〉

で表し，次式で定義します． 

 



ොܽ|0〉 ≡ 0 
 

さらに，規格化条件， 

 
0ۧ|0ۦ ൌ 1 

 

も成⽴するとしておきます．このとき， 

 
෡ܰ|0〉 ൌ ොܽା ොܽ|0〉 

 
ൌ ොܽା ∙ 0 

 
ൌ 0 

 

となります．つまり，真空状態の個数演算⼦の固有値は 0 になります．（粒

⼦数が 0 の状態が真空状態です．）演算⼦ ොܽାの性質も調べましょう． 

 
ൣ ෡ܰ, ොܽା൧ ൌ ෡ܰ ොܽା െ ොܽା ෡ܰ 

 
ൌ ොܽା ොܽ ොܽା െ ොܽା ොܽା ොܽ 

 
ൌ ොܽାሺ ොܽ ොܽା െ ොܽା ොܽሻ 

 
ൌ ොܽା 

 
∴ ෡ܰ ොܽା െ ොܽା ෡ܰ ൌ ොܽା 

 
∴ ෡ܰ ොܽା|n〉 െ ොܽା ෡ܰ|n〉 ൌ ොܽା|n〉 

 
∴ ෡ܰ ොܽା|n〉 െ nሺ ොܽା|n〉ሻ ൌ ොܽା|n〉 

 



∴ ෡ܰ ොܽା|n〉 ൌ ሺn ൅ 1ሻ ොܽା|n〉 
 

したがって，状態 ොܽା|n〉ሺൌ |n ൅ 1〉ሻは n+1 の固有値をもちます．演算⼦ ොܽାは

個数演算⼦の固有値を１つ増やす働きをもつことになりましたので，⽣成

演算⼦といいます． 

ここで，⽣成演算⼦ ොܽାを n 回だけ真空状態|0〉に作⽤させると，粒⼦が n

個⽣成されますので，固有状態|n〉をつくることができます．規格化条件ま

で考慮して， 

 

|݊ۧ ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ 

 

とします．このとき，固有⽅程式が成⽴することが，次のように確認され

ます． 

 

෡ܰ|݊ۧ ൌ ොܽା ොܽ ∙
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ොܽାሺ ොܽା ොܽ ൅ 1ሻሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ොܽା ොܽା ොܽሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ ൅

1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ොܽା ොܽାሺ ොܽା ොܽ ൅ 1ሻሺ ොܽାሻ௡ିଶ|0ۧ ൅ |݊ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻଷ ොܽሺ ොܽାሻ௡ିଶ|0ۧ ൅

1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ ൅ |݊ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻଷ ොܽሺ ොܽାሻ௡ିଶ|0ۧ ൅ 2|݊ۧ 



 
⋮ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡ ොܽ ොܽା|0ۧ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ|݊ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡ሺ ොܽା ොܽ ൅ 1ሻ|0ۧ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ|݊ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡ାଵ ොܽ|0ۧ ൅ ൅

1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ|݊ۧ 

 

ൌ
1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡ାଵ ൈ 0 ൅ ݊|݊ۧ 

 
∴ ෡ܰ|n〉 ൌ n|n〉 

 

次のように，規格化条件も成⽴します． 

 

ۧ݊|݊ۦ ൌ
1

√݊!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௡

1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ 

 

ൌ
1
݊!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௡ିଵሺ ොܽା ොܽ ൅ 1ሻሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ 

 

ൌ
1
݊
ሺ

1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௡ିଵ ොܽା ොܽ

1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ

൅
1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௡ିଵ

1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧሻ 

 

ൌ
1
݊
ሺ݊ۦ െ 1| ොܽା ොܽ|݊ െ 1ۧ ൅ ݊ۦ െ 1|݊ െ 1ۧሻ 

 



ൌ
1
݊
ሼሺ݊ െ 1ሻ݊ۦ െ 1|݊ െ 1ۧ ൅ ݊ۦ െ 1|݊ െ 1ۧሽ 

 
ൌ ݊ۦ െ 1|݊ െ 1ۧ 

 
⋮ 

 
ൌ  0ۧ|0ۦ

 
∴ ۧ݊|݊ۦ ൌ 1 

 

直交条件も成⽴します．m≠n のとき， 

 

ۧ݊|݉ۦ ൌ
1

√݉!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௠

1

√݊!
ሺ ොܽାሻ௡|0ۧ 

 

ൌ
1

√݉!
∙
1

√݊!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௠ିଵሺ ොܽା ොܽ ൅ 1ሻሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ 

 

ൌ
1

√݉
∙
1

√݊
ሺ

1

ඥሺ݉ െ 1ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௠ିଵ ොܽା ොܽ

1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧ

൅
1

ඥሺ݉ െ 1ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௠ିଵ 1

ඥሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ ොܽାሻ௡ିଵ|0ۧሻ 

 

ൌ
1

√݉
∙
1

√݊
ሺ݉ۦ െ 1| ොܽା ොܽ|݊ െ 1ۧ ൅ ݉ۦ െ 1|݊ െ 1ۧሻ 

 

ൌ
1

√݉
∙
1

√݊
ሼሺ݊ െ 1ሻ݉ۦ െ 1|݊ െ 1ۧ ൅ ݉ۦ െ 1|݊ െ 1ۧሽ 

 

ൌ
1

√݉
∙
1

√݊
݉ۦ݊ െ 1|݊ െ 1ۧ 

 



ൌ
1

√݉
∙
1

√݊
݊

1

√݉ െ 1
∙

1

√݊ െ 1
ሺ݊ െ 1ሻ݉ۦ െ 2|݊ െ 2ۧ 

 
⋮ 

 

となります．m>n の場合， 

 

ۧ݊|݉ۦ ൌ
1

ඥ݉ሺ݉ െ 1ሻ⋯ ሼ݉ െ ሺ݊ െ 1ሻሽ

1

ඥ݊ሺ݊ െ 1ሻ⋯ ሼ݊ െ ሺ݊ െ 1ሻሽ
݊ሺ݊

െ 1ሻ⋯ ሼ݊ െ ሺ݊ െ 1ሻሽ݉ۦ െ ݊|0ۧ 
 

ൌ
1

ඥ݉ሺ݉ െ 1ሻ⋯ ሼ݉ െ ሺ݊ െ 1ሻሽ

1

√݊!
݊!

1

ඥሺ݉ െ ݊ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽሻ௠ି௡|0ۧ 

 
ൌ 0 

 

となります．ただし，最後の変形は，真空の定義式， 

 
ොܽ|0ۧ ≡ 0 

 

を使いました．⼀⽅，m<n の場合， 

 

ۧ݊|݉ۦ ൌ
1

ඥ݉ሺ݉ െ 1ሻ⋯ ሼ݉ െ ሺ݉ െ 1ሻሽ

1

ඥ݊ሺ݊ െ 1ሻ⋯ ሼ݊ െ ሺ݉ െ 1ሻሽ
݊ሺ݊

െ 1ሻ⋯ ሼ݊ െ ሺ݉ െ 1ሻሽ0ۦ|݊ െ ݉ۧ 
 

ൌ
1

√݉!

1

ඥ݊ሺ݊ െ 1ሻ⋯ ሼ݊ െ ሺ݉ െ 1ሻሽ
݊ሺ݊ െ 1ሻ⋯ ሼ݊

െ ሺ݉ െ 1ሻሽ
1

ඥሺ݊ െ݉ሻ!
ሺ|0ۦ ොܽାሻ୬ି୫|0ۧ 

 
ൌ 0 



 

となります．ただし，最後の変形は，真空の定義式のエルミート共役をと

った式， 

 
|0ۦ ොܽା ൌ 0 

 

を使いました．まとめて，規格直交条件， 

 
ۧ݊|݉ۦ ൌ  ௠௡ߜ

 

と表しておきます．ただし，右辺の記号はクロネッカのデルタ， 

 

௠௡ߜ ≡ ൜
1	ሺ݉ ൌ ݊ሻ
0	ሺ݉ ് ݊ሻ 

 

です． 

⽣成消滅演算⼦を⽤いて，個数演算⼦の固有値 n の数を１つずつ増減で

きます．したがって，固有値 n の数を粒⼦数とみなすことができます．場

の量⼦論において，粒⼦は⽣まれたり，消えたりする量になります．この

ように，交換関係が成⽴する⽣成消滅演算⼦ ොܽା, ොܽについては，粒⼦数が 0

から無限⼤になります．この場合，粒⼦はボゾンです． 

実際のボーズ粒⼦は運動量をもっていますから，そのような場合に応⽤

できるように，代数を拡張しておきます．すなわち，演算⼦ ොܽ, ොܽାを

ොܽ൫ሬ݇Ԧ൯, ොܽାሺሬ݇Ԧሻとしておきます．このとき，交換関係は， 

 

൝
ቂ ොܽ൫ሬ݇Ԧ൯, ොܽା ቀ݇′ሬሬሬԦቁቃ ൌ ଷ൫ሬ݇Ԧߜ െ ݇ᇱሬሬሬԦ൯												

ሾ ොܽሺሬ݇Ԧሻ, ොܽሺ݇′ሬሬሬԦሻሿ ൌ ሾ ොܽାሺሬ݇Ԧሻ, ොܽାሺ݇′ሬሬሬԦሻሿ ൌ 0
 

 



となります．拡張された個数演算⼦ ෡ܰሺሬ݇Ԧሻ， 

 
෡ܰሺሬ݇Ԧሻ ≡ ොܽାሺሬ݇Ԧሻ ොܽሺሬ݇Ԧሻ 

 

の固有値݊ℓは， 

 
݊ℓ ൌ 0,1,2,⋯ ,∞	ሺℓ ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

であり，規格直交する状態ベクトルは， 

 

|݊ଵ, ሬ݇Ԧଵ; ݊ଶ, ሬ݇Ԧଶ;⋯ ൿ ൌ
1

ඥ݊ଵ!
ሺ ොܽାሺሬ݇Ԧଵሻሻ௡భ ∙

1

ඥ݊ଶ!
ሺ ොܽାሺሬ݇Ԧଶሻሻ௡మ ∙ ⋯ |0ۧ 

 

ൌෑ
1

ඥ݊ℓ!
ሺ ොܽାሺሬ݇Ԧℓሻሻ௡ℓ|0ۧ

ℓୀଵ

 

 

で与えられます．この状態ベクトルの空間をフォック空間といいます．た

だし，ケットベクトル|0ۧは真空状態で， 

 
ොܽሺሬ݇Ԧሻ|0ۧ ≡ 0 ൌ |0ۦ ොܽାሺሬ݇Ԧሻ 

 
0ۧ|0ۦ ൌ 1 

 

を満たします． 

 

Q22-3 調和振動⼦の代数学と⽣成消滅演算⼦２（フェルミオンの場合） 

調和振動⼦の運動⽅程式(1)式が，ハイゼンベルク⽅程式(2)と⼀致する

ような２番⽬の量⼦化の⽅法として， 

 



ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
෡ܪ ൌ 																											ሻݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ߱݅
ሼݔොሺݐሻ, ሻሽାݐሺ̂݌ ൌ 0																										

ሼݔොሺݐሻ, ሻሽାݐොሺݔ ൌ ሻݐොଶሺݔ2 ൌ
԰
݉߱

			

ሼ̂݌ሺݐሻ, ሻሽାݐሺ̂݌ ൌ ሻݐଶሺ̂݌2 ൌ ԰݉߱

	ሺ5ሻ 

 

と設定してみましょう．ただし， 

 
ሼܣመ, ෠ሽାܤ ≡ ෠ܤመܣ ൅  መܣ෠ܤ

 

と定義される括弧は，反交換⼦と呼ばれる記号です．したがって，(5)の

３つの式からなる代数関係は，反交換関係といいます．(5)式のハミルト

ニアンも反交換関係も，(3)式のものとは全く異なるものです．しかし，

ハイゼンベルク⽅程式(2)式を計算してみると，調和振動⼦の⽅程式(1)式

を量⼦化したものに⼀致することが，以下のように確認されます． 

 

݅԰
݀
ݐ݀
ොሺtሻݔ ൌ ,ොሺtሻݔൣ  ෡൧ܪ

 
ൌ ሾݔොሺtሻ,  ሻሿݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ߱݅

 
ൌ iωሺݔොሺݐሻݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻ െ  ሻሻݐොሺݔሻݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ

 
ൌ iωሼݔොሺݐሻݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻ െ  ሻሻሽݐሺ̂݌ሻݐොሺݔሻሺെݐොሺݔ

 
ൌ iω2ݔොଶሺݐሻ̂݌ሺݐሻ 

 

ൌ iω
԰
݉߱

 ሺtሻ̂݌

 

ൌ
݅԰
݉
 ሺtሻ̂݌



 

∴
݀
ݐ݀
ොሺtሻݔ ൌ

1
݉
 ሺtሻ̂݌

 

݅԰
݀
ݐ݀
ሺtሻ̂݌ ൌ ,ሺtሻ̂݌ൣ  ෡൧ܪ

 
ൌ ሾ̂݌ሺtሻ,  ሻሿݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ߱݅

 
ൌ ݅߱ሺ̂݌ሺݐሻݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻ െ  ሻሻݐሺ̂݌ሻݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ

 
ൌ ݅߱ሼሺെݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻሻ̂݌ሺݐሻ െ  ሺtሻሽ̂݌ሻݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ

 
ൌ െ݅߱ݔොሺݐሻ ∙  ሻݐଶሺ̂݌2

 
ൌ െ݅߱ݔොሺݐሻ԰݉߱ 

 
ൌ െi԰m߱ଶݔොሺtሻ 

 

∴
݀
ݐ݀
ሺtሻ̂݌ ൌ െm߱ଶݔොሺtሻ 

 

確かに，(1)式の関係を量⼦化したものが導出されました． 

また， 

 

ሺܪ෡ െ
1
2
԰߱ሻሺܪ෡ ൅

1
2
԰߱ሻ ൌ ෡ଶܪ െ

1
4
԰ଶ߱ଶ 

 

ൌ െ߱ଶݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻ െ
1
4
԰ଶ߱ଶ 

 

ൌ െ߱ଶݔොሺݐሻሺെݔොሺݐሻ̂݌ሺݐሻሻ̂݌ሺݐሻ െ
1
4
԰ଶ߱ଶ 



 

ൌ ߱ଶݔොଶሺݐሻ̂݌ଶሺݐሻ െ
1
4
԰ଶ߱ଶ 

 

ൌ ߱ଶ ԰
2݉߱

	
԰݉߱
2

െ
1
4
԰ଶ߱ଶ 

 
ൌ 0 

 

と，なります．したがって，ハミルトニアンの固有値は， 

 

ܧ ൌ േ
1
2
԰߱ 

 

すなわち， 

 

E୬ ൌ ԰ωሺn െ
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1ሻ 

 

と表せます．ここで，(4)式と同様に， 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
መሺtሻܥۓ ≡ ට

mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
		ሻݐሺ̂݌

መାሺtሻܥ ≡ ට
mω
2԰

xොሺtሻ െ i
1

√2mω԰
ሻݐሺ̂݌

	ሺ6ሻ 

 

と，新しい演算⼦を定義します．このとき， 

 

ሼܥመሺݐሻ, ሻሽାݐመାሺܥ ൌ ሼට
mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
,ሻݐሺ̂݌ ට

mω
2԰

xොሺtሻ െ i
1

√2mω԰
 ሻሽାݐሺ̂݌

 

ൌ
mω
2԰

ሼݔොሺݐሻ, ሻሽାݐොሺݔ ൅
1

2mω԰
ሼ̂݌ሺݐሻ,  ሻሽାݐሺ̂݌



 

ൌ
mω
2԰

԰
݉߱

൅
1

2mω԰
԰݉߱ 

 
∴ ሼܥመሺݐሻ, ሻሽାݐመାሺܥ ൌ 1 

 

ሼܥመሺݐሻ, ሻሽାݐመሺܥ ൌ ሼට
mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
,ሻݐሺ̂݌ ට

mω
2԰

xොሺtሻ ൅ i
1

√2mω԰
 ሻሽାݐሺ̂݌

 

ൌ
mω
2԰

ሼݔොሺݐሻ, ሻሽାݐොሺݔ െ
1

2mω԰
ሼ̂݌ሺݐሻ,  ሻሽାݐሺ̂݌

 

ൌ
mω
2԰

԰
݉߱

െ
1

2mω԰
԰݉߱ 

 
∴ ሼܥመሺݐሻ, ሻሽାݐመሺܥ ൌ 0 

 
∴ ሼܥመାሺݐሻ, ሻሽାݐመାሺܥ ൌ 0 

 

が，成⽴します．(6)式の逆変換も計算しておきます．(6)式の２つの式を

辺々⾜して， 

 

ሻݐመሺܥ ൅ ሻݐመାሺܥ ൌ 2ට
mω
2԰

xොሺݐሻ 

 

∴ ሻݐොሺݔ ൌ ඨ
԰

2݉߱
ሺܥመሺݐሻ ൅  ሻሻݐመାሺܥ

 

となります．(6)式の２つの式を辺々引くと， 

 

ሻݐመሺܥ െ ሻݐመାሺܥ ൌ 2i
1

√2mω԰
 ሺtሻ̂݌



 

∴ ሻݐሺ̂݌ ൌ െ݅ඨ
݉߱԰
2

ሺܥመሺݐሻ െ  ሻሻݐመାሺܥ

 

となります． 

演算⼦ܥመሺݐሻ, ሻはフェルミ演算⼦といいますが，その性質をみておくݐመାሺܥ

ことにしましょう．まず，(5)式のハミルトニアンを計算します． 

 
෡ܪ ൌ  ሻݐሺ̂݌ሻݐොሺݔ߱݅

 

ൌ ݅߱ඨ
԰

2݉߱
ሺܥመሺݐሻ ൅ ሻሻሼെ݅ඨݐመାሺܥ

݉߱԰
2

ሺܥመሺݐሻ െ  ሻሻሽݐመାሺܥ

 

ൌ
1
2
԰߱ሺܥመሺݐሻܥመሺݐሻ െ ሻݐመାሺܥሻݐመሺܥ ൅ ሻݐመሺܥሻݐመାሺܥ െ  ሻሻݐመାሺܥሻݐመାሺܥ

 

ൌ
1
2
԰߱ሼ0 െ ሺെܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ ൅ 1ሻ ൅ ሻݐመሺܥሻݐመାሺܥ െ 0ሽ 

 

ൌ
1
2
԰߱ሺ2ܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ െ 1ሻ 

 

ൌ ԰߱ሺܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ െ
1
2
ሻ 

 

と表されます．ここで，フェルミ演算⼦ܥመሺݐሻに対して，ハイゼンベルク⽅

程式， 

 

݅԰
݀
ݐ݀
መሺtሻܣ ൌ ሾܣመሺtሻ,  ෡ሿܪ

 



を適⽤して，その時間依存性を調べてみます． 

 

݅԰
݀
ݐ݀
መሺtሻܥ ൌ ሾܥመሺtሻ,  ෡ሿܪ

 

ൌ ሾܥመሺtሻ, ԰߱ሺܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ െ
1
2
ሻሿ 

 
ൌ ԰ωሺܥመሺtሻܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ െ  መሺtሻሻܥሻݐመሺܥሻݐመାሺܥ

 
ൌ ԰ωሼሺെܥመାሺݐሻܥመሺݐሻ ൅ 1ሻܥመሺݐሻ െ  መሺtሻሽܥሻݐመሺܥሻݐመାሺܥ

 
ൌ ԰ωሺെܥመାሺݐሻ ∙ ሻݐመଶሺܥ2 ൅  ሻሻݐመሺܥ

 
ൌ ԰ωሺെܥመାሺݐሻ ∙ 0 ൅  ሻሻݐመሺܥ

 

∴
݀
ݐ݀
መሺtሻܥ ൌ െiωܥመሺݐሻ 

 
∴ መሺtሻܥ ൌ const ൈ exp	ሺെiωtሻ 

 
∴ መሺ0ሻܥ ൌ const ൈ 1 

 
∴ መሺtሻܥ ൌ መሺ0ሻܥ ∙ exp	ሺെiωtሻ 

 

ここで， 

 
መܥ ≡ መାܥሺ	መሺ0ሻܥ ≡  መାሺ0ሻሻܥ

 

と定義すると， 

 
ሻݐመሺܥ ൌ መܥ ∙ exp	ሺെiωtሻ 



 

となります．さらに，この式の両辺の複素共役をとると， 

 
ሻݐመାሺܥ ൌ መାܥ ∙ exp	ሺiωtሻ 

 

となります．ܥመሺݐሻ, ሻについての反交換関係の式で，t=0ݐመାሺܥ とおいて，ܥመ, መାܥ

についても反交換関係， 

 

ቊ
ሼܥመ, መାሽାܥ ൌ 1																						
ሼܥመ, መሽାܥ ൌ ሼܥመା, መାሽାܥ ൌ 0

 

 

が成⽴します．話をハミルトニアンに戻しましょう．エネルギー固有値は

先程，求めたように， 

 

E୬ ൌ ԰ωሺn െ
1
2
ሻ	ሺn ൌ 0,1ሻ 

 

でしたので，演算⼦ܥመାሺݐሻܥመሺݐሻは，固有値 n(=0,1)をもつことがわかりま

す．そこで，演算⼦ܥመାሺݐሻܥመሺݐሻを個数演算⼦ ෡ܰ， 

 
෡ܰ ≡  መሺtሻܥሻݐመାሺܥ

 

として定義しましょう．このとき， 

 
෡ܰ ≡  መሺtሻܥሻݐመାሺܥ

 
ൌ መାܥ ∙ exp	ሺiωtሻ ൈ መܥ ∙ exp	ሺെiωtሻ 

 
ൌ  መܥመାܥ



 

となって，個数演算⼦ ෡ܰは時間に依存しません．したがって，個数演算⼦ ෡ܰ

の固有値 n も時間には無関係になります．さらに，固有状態を|n〉と表しま

すが，ハイゼンベルク描像では状態ベクトルは無条件に時間に依存しませ

ん．結局，固有⽅程式は， 

 
෡ܰ|n〉 ൌ n|n〉 

 

と表せますが，全てのパーツが時間に依りません．そこで，以下この

Section では，フェルミ演算⼦は，ܥመାሺݐሻ, መሺtሻではなく，時間に依存しなܥ

いܥመା,  ．መを使うことにしますܥ

さて，次の計算をします． 

 

หሺܥመ|n〉ሻห
ଶ
൒ 0 

 
∴ ሺܥመ|n〉ሻାሺܥመ|n〉ሻ ൒ 0 

 
∴ ൻ݊หܥመାܥመห݊ൿ ൒ 0 

 
∴ nۦn|nۧ ൒ 0 

 
∴ n ൒ 0 

 

と，なります．故に，n は 0 または正です．また， 

 
ൣ ෡ܰ, መ൧ܥ ൌ ෡ܰܥመ െ መܥ ෡ܰ 

 
ൌ መܥመܥመାܥ െ  መܥመାܥመܥ

 



ൌ መାܥ ∙ 0 െ ሺ1 െ  መܥመሻܥመାܥ
 

ൌ െܥመ ൅ መାܥ ∙ 0 
 

ൌ െܥመ 
 
∴ ෡ܰܥመ െ መܥ ෡ܰ ൌ െܥመ 

 
∴ ෡ܰܥመ|n〉 െ መܥ ෡ܰ|n〉 ൌ െܥመ|n〉 

 
∴ ෡ܰܥመ|n〉 െ n൫ܥመ|n〉൯ ൌ െܥመ|n〉 

 
∴ ෡ܰܥመ|n〉 ൌ ሺn െ 1ሻܥመ|n〉 

 

したがって，状態ܥመ|n〉ሺൌ |n െ 1〉ሻは n-1 の固有値をもちます．演算⼦ܥመは

個数演算⼦の固有値を１つ減らす働きをもつことになりましたので，消滅

演算⼦といいます．消滅演算⼦ܥመを繰り返し状態|n〉に作⽤させていくと，

その固有値はいずれ 0 になります．（n ൒ 0の性質があるので，負の固有値

はありません．）固有値 0 の状態を真空状態といい，記号|0〉で表し，次式

で定義します． 

 
〈መ|0ܥ ≡ 0 

 

さらに，規格化条件， 

 
0ۧ|0ۦ ൌ 0 

 

も成⽴するとしておきます．このとき， 

 
෡ܰ|0〉 ൌ  〈መ|0ܥመାܥ



 
ൌ መାܥ ∙ 0 

 
ൌ 0 

 

となります．つまり，真空状態の個数演算⼦の固有値は 0 になります．（粒

⼦数が 0 の状態が真空状態です．）演算⼦ܥመାの性質も調べましょう． 

 
ൣ ෡ܰ, መା൧ܥ ൌ ෡ܰܥመା െ መାܥ ෡ܰ 

 
ൌ መାܥመܥመାܥ െ  መܥመାܥመାܥ

 
ൌ መାሺ1ܥ െ መሻܥመାܥ െ 0 ∙  መܥ

 
ൌ መାܥ െ 0 ∙  መܥ

 
ൌ  መାܥ

 
∴ ෡ܰܥመା െ መାܥ ෡ܰ ൌ  መାܥ

 
∴ ෡ܰܥመା|n〉 െ መାܥ ෡ܰ|n〉 ൌ  〈መା|nܥ

 
∴ ෡ܰܥመା|n〉 െ nሺܥመା|n〉ሻ ൌ  〈መା|nܥ

 
∴ ෡ܰܥመା|n〉 ൌ ሺn ൅ 1ሻܥመା|n〉 

 

したがって，状態ܥመା|n〉ሺൌ |n ൅ 1〉ሻは n+1 の固有値をもちます．演算⼦ܥመାは

個数演算⼦の固有値を１つ増やす働きをもつことになりましたので，⽣成

演算⼦といいます．⽣成消滅演算⼦を⽤いて，個数演算⼦の固有値 n の数

を１つずつ増減できます．固有値nの数を粒⼦数とみなすことができます．



場の量⼦論において，粒⼦は⽣まれたり，消えたりする量になります． 

さらに， 

 
෡ܰଶ ൌ  መܥመାܥመܥመାܥ

 
ൌ መାሺ1ܥ െ  መܥመሻܥመାܥ

 
ൌ  መܥመାܥ

 
ൌ ෡ܰ 

 
∴ ෡ܰଶ|n〉 ൌ ෡ܰ|n〉 

 
∴ nଶ|n〉 ൌ n|n〉 

 
∴ nሺn െ 1ሻ|n〉 ൌ 0 

 
∴ nሺn െ 1ሻۦn|nۧ ൌ 0 

 
∴ nሺn െ 1ሻ ൌ 0 

 
∴ n ൌ 0	or	1 

 

となります．したがって，個数演算⼦ ෡ܰ ≡ መの固有値ܥመାܥ n は 0 または 1 の

値をとり，固有状態|n〉は，|0〉または|1〉のどちらかであるという定理が証

明されました．以下のような関係式も導出することができます． 

 
෡ܰܥመା|0〉 ൌ  〈መା|0ܥመܥመାܥ

 
ൌ መା൫1ܥ െ  〈መ൯|0ܥመାܥ

 



ൌ 1 ∙  〈መା|0ܥ
 
∴ 〈መା|0ܥ ൌ |1〉 

 
〈መ|1ܥ ൌ  〈መା|0ܥመܥ

 
ൌ ሺ1 െ  〈መሻ|0ܥመାܥ

 
ൌ |0〉 

 
∴ 〈መ|1ܥ ൌ |0〉 

 
〈መା|1ܥ ൌ  〈መା|0ܥመାܥ

 
ൌ 0 ∙ |0〉 

 
ൌ 0 

 
∴ 〈መା|1ܥ ൌ 0 

 

このように，反交換関係が成⽴する⽣成消滅演算⼦ܥመା, መにおいては，粒ܥ

⼦数が 0 または 1 になります．この場合のパウリ原理を満たす粒⼦はフェ

ルミオンです． 

実際のフェルミオンは運動量をもっていますから，そのような場合に応

⽤できるように，代数を拡張しておきます．すなわち，演算⼦ܥመ, መାをܥ

,መ൫ሬ݇Ԧ൯ܥ  ，መାሺሬ݇Ԧሻとしておきます．このとき，反交換関係はܥ

 

൝
ሼܥመ൫ሬ݇Ԧ൯, መାሺሬ݇Ԧሻሽାܥ ൌ ൫ሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱ൯																			

ሼܥመ൫ሬ݇Ԧ൯, መ൫ሬ݇Ԧ൯ሽାܥ ൌ ሼܥመାሺሬ݇Ԧሻ, መାሺሬ݇Ԧሻሽାܥ ൌ 0
 

 



となります．拡張された個数演算⼦ ෡ܰሺሬ݇Ԧሻ， 

 
෡ܰሺሬ݇Ԧሻ ≡  መሺሬ݇Ԧሻܥመାሺሬ݇Ԧሻܥ

 

の固有値݊ℓは， 

 
݊ℓ ൌ 0,1	ሺℓ ൌ 1,2,⋯ ሻ 

 

であり，規格直交する状態ベクトルは， 

 
|݊ଵ, ሬ݇Ԧଵ; ݊ଶ, ሬ݇Ԧଶ;⋯ ൿ ൌ ሺܥመାሺሬ݇Ԧଵሻሻ௡భሺܥመାሺሬ݇Ԧଶሻሻ௡మ ∙ ⋯ |0ۧ 

 

で与えられます．݊ℓは 0 か 1 なので，ボゾンの場合に必要だった規格化因

⼦， 

 
1

ඥ݊ℓ!
 

 

は不要です．上の状態ベクトルの空間をフォック空間といいます．ただし，

ケットベクトル|0ۧは真空状態で， 

 
መሺሬ݇Ԧሻ|0ۧܥ ≡ 0 ൌ  መାሺሬ݇Ԧሻܥ|0ۦ

 
0ۧ|0ۦ ൌ 1 

 

を満たします． 

 



Q22-4 場の古典論と波動場の正準量⼦化（第⼆量⼦化） 

場の量⼦化の準備として，古典場の解析⼒学を取り扱っておきましょう．

古典場を⼀般に，ϕሺt, Ԧሻと表しておきます．そして，系のラグランジアンݔ

L をラグランジアン密度ࣦሺϕ,ϕሶ , ϕሻで表します．（ϕሶは場ϕの時間微分です．）׏

すなわち，ࣦሺϕ,ϕሶ ,  ，ϕሻを空間３次元について積分して׏

 

L ൌ නࣦሺϕ,ϕሶ , ϕሻ׏ dଷݔԦ 

 

とします．（dଷݔԦ ൌ dxdydz．）さらに，ラグランジアン L を時間で積分した

量を作⽤ S といいます． 

 

S ≡ නLdt ൌ නࣦሺϕ,ϕሶ , ϕሻ׏ dt ∙ dଷݔԦ 

 

ここで，ある領域Ωに対して，場ϕሺt,  ，Ԧሻをݔ

 
ϕሺt, Ԧሻݔ → ϕሺt, Ԧሻݔ ൅ δϕሺt,  Ԧሻݔ

 

となるように，変化させます．ただし，領域の境界で， 

 
δϕሺt, Ԧሻݔ ൌ 0	ሺBoundaryሻ 

 

が成⽴するものとします．場ϕሺt, ⽤Ԧሻが上述のように変わるとき，作ݔ S は， 

 
S → S ൅ δS 

 

と表記されますが， 

 



δS ൌ 0 
 

となることを⾃然は要求します．⾔い直すと，作⽤ S を最⼩にするように

⾃然はできているのです．この原理を最⼩作⽤の原理と⾔います．ここで，

左辺を次のように計算します． 

 

δS ൌ නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

δϕ ൅
∂ࣦ

∂ϕሶ
δϕሶ ൅

∂ࣦ
∂ሺ׏ϕሻ

∙ δሺ׏ϕሻሽ 

 

ൌ නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

δϕ ൅
∂ࣦ

∂ϕሶ
߲
ݐ߲
ሺδϕሻ ൅

∂ࣦ
ϕ׏∂

∙  ሺδϕሻሽ׏

 

ここで，右辺第２，第３項は， 

 

නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
∂ࣦ

∂ϕሶ
߲
ݐ߲
ሺδϕሻ ൅

∂ࣦ
ϕ׏∂

∙  ሺδϕሻሽ׏

 

ൌ නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
δϕሻ െ

߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻδϕ ൅

߲
ݔ߲

ሺ
∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݔ߲ ϕቁ

δϕሻ

െ
߲
ݔ߲

ሺ
∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݔ߲ ϕቁ

ሻδϕ ൅
߲
ݕ߲

ሺ
∂ࣦ

∂ ൬
߲
ϕ൰ݕ߲

δϕሻ

െ
߲
ݕ߲

ሺ
∂ࣦ

∂ ൬
߲
ϕ൰ݕ߲

ሻδϕ ൅
߲
ݖ߲
ሺ

∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݖ߲ ϕቁ

δϕሻ

െ
߲
ݖ߲
ሺ

∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݖ߲ ϕቁ

ሻδϕሽ 

 



ൌ නdxdydz ሾ
∂ࣦ

∂ϕሶ
δϕሿ୲:୆୭୳୬ୢୟ୰୷ ൅ නdtdydz ሾ

∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݔ߲ ϕቁ

δϕሿ୶:୆୭୳୬ୢୟ୰୷

൅ නdtdxdz ሾ
∂ࣦ

∂ ൬
߲
ϕ൰ݕ߲

δϕሿ୷:୆୭୳୬ୢୟ୰୷

൅ නdtdxdy ሾ
∂ࣦ

∂ ቀ
߲
ݖ߲ ϕቁ

δϕሿ୸:୆୭୳୬ୢୟ୰୷

െ නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻ ൅ ׏ ∙ ሺ

∂ࣦ
ϕ׏∂

ሻሽδϕ 

 

ൌ 0 െනdt ∙ dଷݔԦ ሼ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻ ൅ ׏ ∙ ሺ

∂ࣦ
ϕ׏∂

ሻሽδϕ 

 

最後の変形には境界⾯において， 

 
δϕ ൌ 0 

 

であることを使いました．よって， 

 

δS ൌ නdt ∙ dଷݔԦ ሾ
∂ࣦ
∂ϕ

δ߰ െ ሼ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻ ൅ ׏ ∙ ሺ

∂ࣦ
ϕ׏∂

ሻሽδϕሿ 

 

ൌ නdt ∙ dଷݔԦ ሼ
∂ࣦ
∂ϕ

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻ െ ׏ ∙ ሺ

∂ࣦ
ϕ׏∂

ሻሽδϕ ൌ 0 

 

となります．任意のδϕについて，この式が成⽴するためには，被積分が 0

にならなければなりません．故に， 

 
∂ࣦ
∂ϕ

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ϕሶ
ሻ െ ׏ ∙ ሺ

∂ࣦ
ϕ׏∂

ሻ ൌ 0 

 

が成⽴します．この場の⽅程式をオイラー-ラグランジュ⽅程式と⾔いま



す． 

次に，ハミルトニアンについて⾒ておきます．通常の解析⼒学を場につ

いて拡張した議論を⾏います．まず，場の共役運動量密度πを， 

 

πሺt, Ԧሻݔ ≡
∂ࣦ

∂ϕሶ ሺt, Ԧሻݔ
 

 

で定義します．更に，ハミルトニアン密度࣢を定義します． 

 
࣢ ≡ πሺt, Ԧሻϕሶݔ ሺt, Ԧሻݔ െ ࣦሺϕ,ϕሶ ,  ϕሻ׏

 

このハミルトニアン密度から，ハミルトニアン H が計算されます．すなわ

ち， 

 

H ൌ නdଷݔԦ࣢ 

 

から求められます． 

場の古典論は以上にして，次に，場を量⼦化する⽅法について考えまし

ょう．量⼦論ではオブザーバブルは演算⼦で表されることになります．場

ϕを演算⼦に格上げした瞬間に，場の量⼦化が実⾏されたことになります．

この際，演算⼦は積の順序が問題となりますので，交換関係を設定するこ

とになります．このような交換関係による量⼦化のことを正準量⼦化とい

います．量⼦⼒学での位置演算⼦と運動量演算⼦の間の交換関係， 

 
ሾxො, pො୶ሿ ൌ ൣyො, pො୷൧ ൌ ሾzො, pො୸ሿ ൌ i԰ 

 
ൣxො, pො୷൧ ൌ ሾxො, pො୸ሿ ൌ ሾyො, pො୶ሿ ൌ ሾyො, pො୸ሿ ൌ ሾzො, pො୶ሿ ൌ ሾzො, pො୷ሿ ൌ 0 

 



ሾxො, xොሿ ൌ ሾyො, yොሿ ൌ ሾzො, zොሿ ൌ ሾpො୶, pො୶ሿ ൌ ሾpො୷, pො୷ሿ ൌ ሾpො୸, pො୸ሿ ൌ 0 
 
ሾxො, yොሿ ൌ ሾyො, zොሿ ൌ ሾzො, xොሿ ൌ ሾpො୶, pො୷ሿ ൌ ሾpො୷, pො୸ሿ ൌ ሾpො୸, pො୶ሿ ൌ 0 

 

を参考にして，場φとその⼀般化運動量πの間に次の同時刻交換関係を設定

します． 

 

ቊ
ൣ߶෠ሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻ൧ݔ ൌ ݅԰ߜଷሺݔԦ െ 																Ԧᇱሻݔ

ሾ߶෠ሺt, ,Ԧሻݔ ߶෠ሺݐ, Ԧᇱሻሿݔ ൌ ሾߨොሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሿݔ ൌ 0
 

 

と設定します．場は空間に対して連続量なので，第１式の右辺ではデルタ

関数が使われています．注意すべきことは，これらの同時刻交換関係によ

る正準量⼦化はボソンについて適⽤されるということです．フェルミオン

については，次の同時刻反交換関係を設定します． 

 

ቊ
ሼ߶෠ሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሽାݔ ൌ ݅԰ߜଷሺݔԦ െ 																			Ԧᇱሻݔ
ሼ߶෠ሺt, ,Ԧሻݔ ߶෠ሺݐ, Ԧᇱሻሽାݔ ൌ ሼߨොሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሽାݔ ൌ 0

 

 

交換関係や反交換関係による場の量⼦化のことを第⼆量⼦化ともいいま

す．⼀般的な場ϕについての議論は以上です．次の Section から，具体的

な場としてシュレディンガー場について⾒ていきます． 

 

Q22-5 シュレディンガー場の古典論 

具体的に量⼦化すべき場には，電磁場や特殊相対論的量⼦⼒学の⽅程式

に従う場などがあります．これらは Report “場の量⼦論” で取り扱ってい

きます．（Chapter ”Klein-Gordon 場”，”Dirac 場”，”Maxwell 場” を⾒て

下さい．）その前に，最初に取り上げる例として，シュレディンガー⽅程

式に従う波動関数ψሺt, Ԧሻを取り上げましょう．波動関数については，既にݔ



量⼦化が完了しているのではないかと考える⼈も多いと思います．確かに，

E=H という古典論の⽅程式を量⼦化してシュレディンガー⽅程式， 

 

i԰
∂
∂t
ψሺt, xሬԦሻ ൌ H෡ψሺt, xሬԦሻ	ሺq06 െ 1ሻ 

 

を導きました．ここではさらに，時間と空間の関数である，すなわち場で

ある波動関数ψሺt, ，Ԧሻを，演算⼦に格上げして量⼦化するのです．ですからݔ

この場合，２回量⼦化することになりますね．この２回⽬の量⼦化，つま

り場の量⼦化のことを第⼆量⼦化というのです．（第⼆量⼦化の⾔葉の意

味がわかりましたね．）そして，場としての波動関数のことをシュレディ

ンガー場といいます．第⼆量⼦化する前のシュレディンガー場は，古典場

であることに注意しておきましょう． 

第⼆量⼦化の準備として，シュレディンガー場の古典論を論じていきま

す．まず，ラグランジアン密度を， 

 

ࣦ ൌ i԰߰∗ ሶ߰ െ
԰ଶ

2݉
∗߰׏ ∙ ߰׏ െ ܸሺݐ,  ߰∗Ԧሻ߰ݔ

 

としておきます．いきなり与えられましたので，この式はどこから導かれ

たのだろうと思われると思います．実は，ラグランジアン密度は，そのオ

イラー-ラグランジュ⽅程式が場の⽅程式，この場合シュレディンガー⽅

程式，になるように発⾒されたのです．それでは，前 Section のオイラー

-ラグランジュ⽅程式において，⼀般の場ϕをシュレディンガー場ψに置き

換えた式， 

 
∂ࣦ
∂߰

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ሻ െ ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
߰׏∂

ሻ ൌ 0 



 

に代⼊すると，確かにシュレディンガー⽅程式が導出されることを確認し

ておきましょう．まず，第１項は， 

 
∂ࣦ
∂߰

ൌ െܸሺݐ,  ∗Ԧሻ߰ݔ

 

となります．第２項は， 

 

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ሻ ൌ െ
߲
ݐ߲
ሺi԰߰∗ሻ 

 

ൌ െi԰
߲
ݐ߲
߰∗ 

 

となります．第３項は， 

 

െ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
߰׏∂

ሻ ൌ െ׏ ∙ ሺെ
԰ଶ

2݉
 ሻ∗߰׏

 

ൌ
԰ଶ

2݉
 ∗ଶ߰׏

 

となります．よって， 

 
∂ࣦ
∂߰

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ሻ െ ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
߰׏∂

ሻ ൌ െܸሺݐ, ∗Ԧሻ߰ݔ െ i԰
߲
ݐ߲
߰∗ ൅

԰ଶ

2݉
∗ଶ߰׏ ൌ 0 

 

∴ െi԰
߲
ݐ߲
߰∗ ൌ െ

԰ଶ

2݉
∗ଶ߰׏ ൅ ܸሺݐ,  ∗Ԧሻ߰ݔ

 



となります．この式はシュレディンガー⽅程式の複素共役をとった式です．

複素共役をとる前の，元のシュレディンガー⽅程式を導くには，オイラー

-ラグランジュ⽅程式で，⼀般の場ϕをシュレディンガー場ψに置き換え，

さらに複素共役をとった式， 

 
∂ࣦ
∂߰∗ െ

߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ∗ሻ െ ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
ሻ∗߰׏∂ ൌ 0 

 

を計算します．第１項は， 

 
∂ࣦ
∂߰∗ ൌ i԰ ሶ߰ െ ܸሺݐ,  Ԧሻ߰ݔ

 

ൌ i԰
߲
ݐ߲
ψ െ ܸሺݐ,  Ԧሻ߰ݔ

 

となります．第２項は， 

 

െ
߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ∗ሻ ൌ െ0 

 

です．第３項は， 

 

െ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
ሻ∗߰׏∂ ൌ െ׏ ∙ ሺെ

԰ଶ

2݉
 ሻ߰׏

 

ൌ
԰ଶ

2݉
 ଶ߰׏

 

となります．したがって， 



 
∂ࣦ
∂߰∗ െ

߲
ݐ߲
ሺ
∂ࣦ

∂ ሶ߰ ∗ሻ െ ׏ ∙ ሺ
∂ࣦ
ሻ∗߰׏∂ ൌ i԰

߲
ݐ߲
ψ െ ܸሺݐ, Ԧሻ߰ݔ െ 0 ൅

԰ଶ

2݉
ଶ߰׏ ൌ 0 

 

∴ i԰
߲
ݐ߲
ψ ൌ െ

԰ଶ

2݉
ଶ߰׏ ൅ ܸሺݐ,  Ԧሻ߰ݔ

 

となり，シュレディンガー⽅程式が導かれました．上で与えたラグランジ

アン密度は，正しかったことが確認されたのです． 

ハミルトニアン密度も求めておきましょう．⼀般化運動量πは， 

 

π ൌ
∂ࣦ

∂ ሶ߰  

 
ൌ i԰߰∗ 

 

となります．したがって，ハミルトニアン密度は， 

 
࣢ ൌ π ሶ߰ െ ࣦ 

 

ൌ i԰߰∗ ሶ߰ െ ሼi԰߰∗ ሶ߰ െ
԰ଶ

2݉
∗߰׏ ∙ ߰׏ െ ܸሺݐ,  Ԧሻ߰∗߰ሽݔ

 

ൌ
԰ଶ

2݉
∗߰׏ ∙ ߰׏ ൅ ܸሺݐ,  ߰∗Ԧሻ߰ݔ

 

と導かれます． 

 



Q22-6 シュレディンガー場の正準量⼦化（第⼆量⼦化）１（ボゾンの場

合） 

⼀般論に従い，シュレディンガー場ψを正準量⼦化しましょう．まず，

ボゾンの場合を考えます．場ψとその⼀般化運動量πの間に次の同時刻交換

関係を設定します． 

 

ቊ
ൣ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻ൧ݔ ൌ ݅԰ߜଷሺݔԦ െ 																	Ԧᇱሻݔ

ሾ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ሺݐ, Ԧᇱሻሿݔ ൌ ሾߨොሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሿݔ ൌ 0
 

 

ここで，古典論では，⼀般化運動量は， 

 
πሺt, Ԧሻݔ ൌ i԰߰∗ሺt,  Ԧሻݔ

 

でしたので，量⼦化して演算⼦に格上げして， 

 
,ොሺtߨ Ԧሻݔ ൌ ݅԰ ෠߰ାሺt,  Ԧሻݔ

 

としておきます．このとき，同時刻交換関係は， 

 

ቊ
ൣ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺݐ, Ԧᇱሻ൧ݔ ൌ Ԧݔଷሺߜ െ 																								Ԧᇱሻݔ

ሾ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ሺݐ, Ԧᇱሻሿݔ ൌ ሾ ෠߰ାሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺݐ, Ԧᇱሻሿݔ ൌ 0
 

 

となります．次に，場 ෠߰ሺt, ⼦Ԧሻをボーズ演算ݔ ොܽሺt, kሬԦሻを使ってフーリエ展開

します． 

 

෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ሼ ොܽሺt, kሬԦሻexp	ሺiሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

ここで， 



 
ොܽሺݐሻ ൌ ොܽ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

でしたので， 

 
ොܽሺt, kሬԦሻ ൌ ොܽሺkሬԦሻ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

の式が成⽴します．したがって， 

 

෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ොܽሺkሬԦሻexp	ሼെiሺωt െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

となります．エルミート共役をとると， 

 

෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ොܽାሺkሬԦሻexp	ሼiሺωt െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

です．逆に，ܽො൫kሬԦ൯, ොܽାሺkሬԦሻを ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, ．Ԧሻによって，表すことができますݔ

次の計算をします． 

 

න
dଷxሬԦ

√V
෠߰ሺt, ሼiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙ Ԧሻሽݔ

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼെiሺω′t െ ሬ݇Ԧ′ ∙ ሼiሺωt	Ԧሻሽexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻtሽexp	ሼെiሺሬ݇Ԧ െ ሬ݇Ԧᇱሻ ∙  Ԧሽݔ

 

ൌ නdଷkሬԦ′ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻtሽߜଷሺሬ݇Ԧ െ ሬ݇Ԧᇱሻ 



 

デルタ関数によって，kሬԦ ൌ kሬԦᇱとなりますが， 

 

E ൌ ԰ω ൌ
԰ଶሬ݇Ԧଶ

2݉
 

 

により，ω ൌ ω′となります．故に，最後の式は ොܽሺkሬԦሻになります．つまり， 

 

ොܽ൫kሬԦ൯ ൌ න
dଷxሬԦ

√V
෠߰ሺt, ሼiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

と表されます．この式の両辺のエルミート共役をとって， 

 

ොܽାሺkሬԦሻ ൌ න
dଷxሬԦ

√V
෠߰ାሺt, ሼെiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

も成り⽴ちます．ここで， ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻの間の交換関係を計算します． 

 

ൣ ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ሾන
dଷxሬԦ

√V
෠߰ሺt, ሼiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ

∙ Ԧሻሽ,නݔ
dଷxሬԦ′

√V
෠߰ାሺt, ሼെiሺωᇱt	Ԧ′ሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ′ ∙  Ԧ′ሻሽሿݔ

 

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷxሬԦ′

√V
ൣ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧ′ሻ൧ݔ expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅൫ሬ݇Ԧ

∙ Ԧݔ െ ሬ݇Ԧᇱ ∙  Ԧᇱ൯ሽݔ
 

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷxሬԦ′

√V
Ԧݔଷሺߜ െ Ԧᇱሻݔ expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅൫ሬ݇Ԧ ∙ Ԧݔ െ ሬ݇Ԧᇱ

∙  Ԧᇱ൯ሽݔ
 



ൌ න
dଷxሬԦ
V
expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅ሺሬ݇Ԧ െ ሬ݇Ԧᇱሻ ∙  Ԧሽݔ

 
ൌ expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ 

 

デルタ関数によって，kሬԦ ൌ kሬԦᇱとなりますが， 

 

E ൌ ԰ω ൌ
԰ଶሬ݇Ԧଶ

2݉
 

 

により，ω ൌ ω′となります．故に，計算の結果は， 

 
ൣ ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ 

 

となります．同様に， ොܽሺkሬԦሻ, ොܽሺkሬԦ′ሻの間の交換関係， ොܽାሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻの間の交換

関係を計算して，その結果をまとめると次のようになります． 

 

൝
ൣ ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ														

ൣ ොܽሺkሬԦሻ, ොܽሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ ൣ ොܽାሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦ′ሻ൧ ൌ 0
 

 

確かに，展開係数 ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦሻはボーズ演算⼦の交換関係を満たしているこ

とが確認されました． 

次に，古典ハミルトニアン密度， 

 

࣢ ൌ
԰ଶ

2݉
∗߰׏ ∙ ߰׏ ൅ ܸሺݐ,  ߰∗Ԧሻ߰ݔ

 

を量⼦化します．場ψを上の同時刻交換関係をみたす演算⼦で置き換え， 

 



࣢෡ ൌ
԰ଶ

2݉
׏ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ∙ ׏ ෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൅ ܸሺݐ, Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ෠߰ሺt,  Ԧሻݔ

 

とします．したがって，量⼦化されたハミルトニアンは， 

 

෡ܪ ൌ නdଷ x࣢෡  

 

ൌ නdଷ xሼ
԰ଶ

2݉
׏ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ∙ ׏ ෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൅ ܸሺݐ, Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ෠߰ሺt,  Ԧሻሽݔ

 

です．ここで， ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻをフーリエ展開した式を代⼊し，ハミルトݔ

ニアンをボーズ演算⼦ ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦሻで表してみます． 

 

෡ܪ ൌ නdଷ xሾ
԰ଶ

2݉
න׏

dଷkሬԦ

√V
ොܽାሺkሬԦሻexp	ሼiሺωt െ ሬ݇Ԧ ∙ Ԧሻሽݔ ∙ න׏

dଷkሬԦ′

√V
ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼെiሺω′t

െ ሬ݇Ԧ′ ∙ Ԧሻሽݔ ൅ ܸሺݐ, Ԧሻනݔ
dଷkሬԦ

√V
ොܽାሺkሬԦሻexp	ሼiሺωt െ ሬ݇Ԧ

∙ Ԧሻሽනݔ
dଷkሬԦ′

√V
ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼെiሺω′t െ ሬ݇Ԧ′ ∙  Ԧሻሽሿݔ

 

ൌ න
dଷkሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
නdଷ x ∙ ሾ

԰ଶ

2݉
ሺെiሬ݇Ԧ	ሼexp׏ ∙ Ԧሻሽݔ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ሼexp׏ ∙ Ԧሻሽݔ ൅ exp	ሺെiሬ݇Ԧ

∙ ,ݐԦሻܸሺݔ ′ሺiሬ݇Ԧ	Ԧሻexpݔ ∙ Ԧሻሿݔ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻሽ 
 

ここで，部分積分により， 

 

නdଷ x׏ሼexp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ Ԧሻሽݔ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ሼexp׏ ∙ Ԧሻሽݔ

ൌ ሾexp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ Ԧሻݔ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ሼexp׏ ∙ Ԧሻሽሿ஻௢௨௡ௗ௔௥௬ݔ െ නdଷ x

∙ exp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ଶሼexp׏Ԧሻݔ ∙  Ԧሻሽݔ
 



ൌ െනdଷ x ∙ exp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ଶሼexp׏Ԧሻݔ ∙  Ԧሻሽݔ

 

となります． 

 

෡ܪ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
නdଷ x ∙ ሾexp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ Ԧሻሼെݔ

԰ଶ

2݉
ଶ׏ ൅ ܸሺݐ, ′ሺiሬ݇Ԧ	Ԧሻሽexpݔ

∙ Ԧሻሿݔ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻሽ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
නdଷ x ∙ ሾexp	ሺെiሬ݇Ԧ ∙ ′ሺiሬ݇Ԧ	ԦሻEሺሬ݇Ԧᇱሻexpݔ

∙ Ԧሻሿݔ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻሽ 
 

ൌ න
dଷkሬԦ

√V
න
dଷkሬԦ′

√V
නdଷ x ∙ ሾEሺሬ݇Ԧᇱሻexp	ሼെiሺሬ݇Ԧ െ ሬ݇Ԧᇱሻ

∙ Ԧሻሿݔ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻሽ 
 

ൌ නdଷkሬԦනdଷkሬԦ′ ∙ Eሺሬ݇Ԧᇱሻδሺሬ݇Ԧᇱ െ ሬ݇Ԧሻ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦ′ሻexp	ሼiሺω െ ωᇱሻሽ 

 

デルタ関数によって，kሬԦ ൌ kሬԦᇱとなりますが， 

 

E ൌ ԰ω ൌ
԰ଶሬ݇Ԧଶ

2݉
 

 

により，ω ൌ ω′となります．故に， 

 

෡ܪ ൌ නdଷkሬԦ ∙ EሺkሬԦሻ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦሻ 

 

です．個数演算⼦， 

 



෡ܰ൫ሬ݇Ԧ൯ ൌ ොܽାሺkሬԦሻ ොܽሺkሬԦሻ 
 

は，固有値， 

 
n൫ሬ݇Ԧ൯ ൌ 0,1,2,⋯ ,∞ 

 

をもち，ハミルトニアンはボゾンのものであることが理解されます．場の

量⼦化（第⼆量⼦化）により，波動場が０個，１個，２個，…と数えるこ

とができる粒⼦性をもつ量になったのです． 

 

Q22-7 シュレディンガー場の正準量⼦化（第⼆量⼦化）２（フェルミオ

ンの場合） 

シュレディンガー場ψが，フェルミオンの場合について正準量⼦化しま

しょう．ボゾンの場合は，場ψと⼀般化運動量πの間に同時刻交換関係を設

定しましたが，フェルミオンの場合は，次の同時刻反交換関係を設定しま

す． 

 

ቊ
ሼ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሽାݔ ൌ ݅԰ߜଷሺݔԦ െ 																			Ԧᇱሻݔ
ሼ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ሺݐ, Ԧᇱሻሽାݔ ൌ ሼߨොሺt, ,Ԧሻݔ ,ݐොሺߨ Ԧᇱሻሽାݔ ൌ 0

 

 

ここで，古典論では，⼀般化運動量は， 

 
πሺt, Ԧሻݔ ൌ i԰߰∗ሺt,  Ԧሻݔ

 

でしたので，量⼦化して演算⼦に格上げして， 

 
,ොሺtߨ Ԧሻݔ ൌ ݅԰ ෠߰ାሺt,  Ԧሻݔ

 



としておきます．このとき，同時刻反交換関係は， 

 

ቊ
ሼ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺݐ, Ԧᇱሻሽାݔ ൌ Ԧݔଷሺߜ െ 																										Ԧᇱሻݔ
ሼ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ሺݐ, Ԧᇱሻሽାݔ ൌ ሼ ෠߰ାሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺݐ, Ԧᇱሻሽାݔ ൌ 0

 

 

となります．次に，場 ෠߰ሺt, ,መሺtܥ⼦Ԧሻをフェルミ演算ݔ kሬԦሻを使ってフーリエ展

開します． 

 

෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ሼܥመሺt, kሬԦሻexp	ሺiሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

ここで， 

 
ሻݐመሺܥ ൌ መܥ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

でしたので， 

 
,መሺtܥ kሬԦሻ ൌ መሺkሬԦሻܥ ∙ exp	ሺെ݅߱ݐሻ 

 

の関係式が成⽴します．したがって， 

 

෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ሼെiሺωt	መሺkሬԦሻexpܥ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

となります．エルミート共役をとると， 

 

෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ൌ න
dଷkሬԦ

√V
ሼiሺωt	መାሺkሬԦሻexpܥ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 



です．逆に，ܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦሻをܥ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, ．Ԧሻによって，表すことができますݔ

ボゾンの場合と全く同様な計算により， 

 

መ൫kሬԦ൯ܥ ൌ න
dଷxሬԦ

√V
෠߰ሺt, ሼiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

が成⽴します．この式の両辺のエルミート共役をとって， 

 

መାሺkሬԦሻܥ ൌ න
dଷxሬԦ

√V
෠߰ାሺt, ሼെiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ ∙  Ԧሻሽݔ

 

です．ここで，ܥመሺkሬԦሻ,  ．መାሺkሬԦ′ሻの間の反交換関係を計算しますܥ

 
ሼܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦ′ሻሽାܥ

ൌ ሼන
dଷxሬԦ

√V
෠߰ሺt, ሼiሺωt	Ԧሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ

∙ Ԧሻሽ,නݔ
dଷxሬԦ′

√V
෠߰ାሺt, ሼെiሺωᇱt	Ԧ′ሻexpݔ െ ሬ݇Ԧ′ ∙  Ԧ′ሻሽሽାݔ

 

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷxሬԦ′

√V
ሼ ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧ′ሻሽାݔ expሼ݅ሺ߱

െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅൫ሬ݇Ԧ ∙ Ԧݔ െ ሬ݇Ԧᇱ ∙  Ԧᇱ൯ሽݔ
 

ൌ න
dଷxሬԦ

√V
න
dଷxሬԦ′

√V
Ԧݔଷሺߜ െ Ԧᇱሻݔ expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅൫ሬ݇Ԧ ∙ Ԧݔ െ ሬ݇Ԧᇱ

∙  Ԧᇱ൯ሽݔ
 

ൌ න
dଷxሬԦ
V
expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ exp	ሼെ݅ሺሬ݇Ԧ െ ሬ݇Ԧᇱሻ ∙  Ԧሽݔ

 
ൌ expሼ݅ሺ߱ െ ߱ᇱሻݐሽ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ 

 



デルタ関数によって，kሬԦ ൌ kሬԦᇱとなりますが， 

 

E ൌ ԰ω ൌ
԰ଶሬ݇Ԧଶ

2݉
 

 

により，ω ൌ ω′となります．故に，計算の結果は， 

 
ሼܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦ′ሻሽାܥ ൌ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ 

 

となります．同様に，ܥመሺkሬԦሻ, ,መାሺkሬԦሻܥ，መሺkሬԦ′ሻの間の反交換関係ܥ መାሺkሬԦ′ሻの間の反ܥ

交換関係を計算して，その結果をまとめると次のようになります． 

 

ቊ
ሼܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦ′ሻሽାܥ ൌ ଷሺሬ݇Ԧߜ െ ሬ݇Ԧᇱሻ																		

ሼܥመሺkሬԦሻ, መሺkሬԦ′ሻሽାܥ ൌ ሼܥመାሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦ′ሻሽାܥ ൌ 0
 

 

確かに，展開係数ܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦሻはフェルミ演算⼦の交換関係を満たしているܥ

ことが確認されました． 

次に，古典ハミルトニアン密度， 

 

࣢ ൌ
԰ଶ

2݉
∗߰׏ ∙ ߰׏ ൅ ܸሺݐ,  ߰∗Ԧሻ߰ݔ

 

を量⼦化します．場ψを上の同時刻反交換関係をみたす演算⼦で置き換え， 

 

࣢෡ ൌ
԰ଶ

2݉
׏ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ∙ ׏ ෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൅ ܸሺݐ, Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ෠߰ሺt,  Ԧሻݔ

 

とします．したがって，量⼦化されたハミルトニアンは，ボゾンの場合と

同じ式， 



 

෡ܪ ൌ නdଷ x࣢෡  

 

ൌ නdଷ xሼ
԰ଶ

2݉
׏ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ∙ ׏ ෠߰ሺt, Ԧሻݔ ൅ ܸሺݐ, Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻݔ ෠߰ሺt,  Ԧሻሽݔ

 

です．ここで， ෠߰ሺt, ,Ԧሻݔ ෠߰ାሺt, Ԧሻをフーリエ展開した式を代⼊し，ハミルトݔ

ニアンをフェルミ演算⼦ܥመሺkሬԦሻ, መାሺkሬԦሻで表してみます．ボゾンの場合と全くܥ

同じ計算です．反交換関係は使いません． ොܽሺkሬԦሻ, ොܽାሺkሬԦሻをܥመሺkሬԦሻ, መା൫kሬԦ൯で置きܥ

直して， 

 

෡ܪ ൌ නdଷkሬԦ ∙ EሺkሬԦሻܥመାሺkሬԦሻܥመሺkሬԦሻ 

 

です．個数演算⼦， 

 
෡ܰ൫ሬ݇Ԧ൯ ൌ  መሺkሬԦሻܥመାሺkሬԦሻܥ

 

は，固有値， 

 
n൫ሬ݇Ԧ൯ ൌ 0,1 

 

をもち，ハミルトニアンはフェルミオンのものであることが理解されます．

場の量⼦化（第⼆量⼦化）により，フェルミオンの波動場が０個または１

個と数えることができる，パウリ原理に従う粒⼦性をもつ量になったので

す． 



Q23 特殊相対論的量⼦⼒学 
Q23-1 クライン-ゴルドン⽅程式 

古典論とは量⼦化していない物理を意味します．したがって，相対性理

論は古典論になります．しかし，古典物理学という⽤語を使⽤する場合は，

１９世紀までの物理学を指し，相対性理論は現代物理学の範疇に属するも

のとします．量⼦論の基礎⽅程式であるシュレディンガー⽅程式は，古典

⼒学の関係式 E=H を量⼦化して得られるものでした．ここで，特殊相対

性理論と量⼦⼒学を融合する問題を考えてみましょう．特殊相対性理論の

基礎的な関係式， 

 
Eଶ ൌ cଶpଶ ൅ mଶcସ	ሺ1ሻ 

 

において，物理量を次のように演算⼦で置き換えて量⼦化します． 

 

E → E෡ ൌ i԰
∂
∂t

 

 

p୶ → pො୶ ൌ െi԰
∂
∂x
	, p୷ → pො୷ ൌ െi԰

∂
∂y
	, p୸ → pො୸ ൌ െi԰

∂
∂z

 

 

このとき，(1)式は， 

 

െ԰ଶ
∂ଶ

∂tଶ
ൌ cଶሺെ԰ଶ

∂ଶ

∂xଶ
െ ԰ଶ

∂ଶ

∂yଶ
െ ԰ଶ

∂ଶ

∂zଶ
ሻ ൅ mଶcସ 

 

∴
1
cଶ

∂ଶ

∂tଶ
െ ଶ׏ ൅

mଶcଶ

԰ଶ
ൌ 0 

 

となりますが，この演算⼦の関係を状態φに作⽤させます． 



 

ሺ
1
cଶ

∂ଶ

∂tଶ
െ ଶ׏ ൅

mଶcଶ

԰ଶ
ሻϕሺt, xሬԦሻ ൌ 0 

 

この特殊相対論的量⼦⼒学の基礎⽅程式をクライン-ゴルドン⽅程式とい

います．ここで，特殊相対性理論の表記⽅法を導⼊しましょう．つまり，

座標ベクトルは， 

 
x ≡ xஜ ൌ ሺx଴, xଵ, xଶ, xଷሻ ൌ ሺt, xሬԦሻ 

 
xஜ ൌ ηஜ஝x஝ ൌ ሺt, െxሬԦሻ 

 

とします．上付き添え字は反変ベクトル，下付き添え字は共変ベクトルで

す．ηは計量テンソルで， 

 

ηஜ஝ ൌ ηஜ஝ ൌ ቌ

1 0
0 െ1

0	 		0
0	 		0

0	 0		
0	 0		

െ1 0
0 െ1

ቍ 

 

と定義します．計量テンソルによって，添え字の上げ下げができます．ま

た， 

 

∂ஜ ൌ
∂
∂xஜ

ൌ ሺ
∂
∂t
,  ሻ׏

 

∂ஜ ൌ
∂
∂xஜ

ൌ ሺ
∂
∂t
, െ׏ሻ 

 

という微分演算⼦を導⼊します．これらの演算⼦の縮約をとると， 

 



∂ஜ ∂ஜ ൌ
∂ଶ

∂tଶ
െ  ଶ׏

 

となります．このとき，クライン-ゴルドン⽅程式は， 

 

ሺ∂ஜ ∂ஜ ൅
mଶcଶ

԰ଶ
ሻϕሺxሻ ൌ 0 	ሺq23_1ሻ 

 

と表せます． 

 

Q23-2 ディラック⽅程式 

特殊相対性理論の基礎的な関係式， 

 
Eଶ ൌ cଶpଶ ൅ mଶcସ	ሺ1ሻ 

 

を，もう⼀つ別の⽅法で量⼦化して，ディラック⽅程式と呼ばれる２つ⽬

の特殊相対論的量⼦⼒学の基礎⽅程式を導きましょう．(1)式を運動量に

ついて１次式で表し，次式のようにおいてみます． 

 
E
c
ൌ ටpଵ

ଶ ൅ pଶ
ଶ ൅ pଷ

ଶ ൅ mଶcଶ ൌ αଵpଵ ൅ αଶpଶ ൅ αଷpଷ ൅ βmc	ሺ2ሻ 

 

この式を２乗すると，次のようになります． 

 
pଵ
ଶ ൅ pଶ

ଶ ൅ pଷ
ଶ ൅ mଶcଶ ൌ αଵ

ଶpଵ
ଶ ൅ αଶ

ଶpଶ
ଶ ൅ αଷ

ଶpଷ
ଶ ൅ βଶmଶcଶ 

 
൅ሺαଵαଶ ൅ αଶαଵሻpଵpଶ ൅ ሺαଶαଷ ൅ αଷαଶሻpଶpଷ ൅ ሺαଷαଵ ൅ αଵαଷሻpଷpଵ 

 
൅ሺαଵβ ൅ βαଵሻpଵmc ൅ ሺαଶβ ൅ βαଶሻpଶmc ൅ ሺαଷβ ൅ βαଷሻpଷmc 

 



この式をもとの(1)式と⽐較すると，αとβは次の関係式を満たさなければ

なりません． 

 

ቐ
αଵ
ଶ ൌ αଶ

ଶ ൌ αଷ
ଶ ൌ βଶ ൌ 1

α୧α୨ ൅ α୨α୧ ൌ 0	ሺi, j ൌ 1,2,3, i ് jሻ
α୧β ൅ βα୧ ൌ 0	ሺi ൌ 1,2,3ሻ

	ሺ3ሻ 

 

(2)式の両辺を c 倍した式， 

 
E ൌ αଵcpଵ ൅ αଶcpଶ ൅ αଷcpଷ ൅ βmcଶ 

 

を量⼦化しましょう．すなわち，次のようにエネルギーと運動量を演算⼦

に置き換えます． 

 

E → E෡ ൌ i԰
∂
∂t

 

 

p୧ → pො୧ ൌ െi԰
∂
∂x୧

	ሺi ൌ 1,2,3ሻ 

 

このとき， 

 

i԰
∂
∂t
ൌ െic԰αଵ

∂
∂xଵ

െ ic԰αଶ
∂
∂xଶ

െ ic԰αଷ
∂
∂xଷ

൅ βmcଶ 

 

∴ i԰
∂
∂t
ൌ െic԰෍α୧

∂
∂x୧

ଷ

୧ୀଵ

൅ βmcଶ 

 

となりますが，この演算⼦の関係式を状態ψに作⽤させます． 

 



i԰
∂
∂t
ψሺxሻ ൌ ሺെic԰෍α୧

∂
∂x୧

ଷ

୧ୀଵ

൅ βmcଶሻψሺxሻ	ሺ4ሻ 

 

この(4)式をディラック⽅程式といいます．ここで，αとβは(3)式を満たさ

なければなりません．この条件を満⾜するのは，普通の数ではなく，次の

ディラック⾏列と呼ばれる 4×4 ⾏列です． 

 

α୧ ൌ ൬
0 σ୧
σ୧ 0 ൰ 

 

β ൌ ቀ1 0
0 െ1

ቁ 

 

ここで，σは 2×2 のパウリ⾏列，1 と記してあるのは 2×2 単位⾏列です．

また，状態ψは 4×1 のスピノルと呼ばれる量です． 

 

Q23-3 γ⾏列 

ディラック⽅程式をシンプルな形で表現するために，γ⾏列と呼ばれる

⾏列を，次のように定義して導⼊します． 

 
γஜ ൌ ൫γ଴, γ୧൯ ≡ ሺβ, βα୧ሻ 

 

このとき，γ⾏列は次の関係式を満たします． 

 
ሾγஜ, γ஝ሿା ൌ 2ηஜ஝	ሺ5ሻ 

 

ただし，左辺の括弧は反交換⼦で， 

 
ሾA, Bሿା ≡ AB ൅ BA 



 

で定義される記号で，右辺のηは次の式で定義される⾏列です． 

 

ηஜ஝ ≡ ቌ

1 0
0 െ1

0	 		0
0	 		0

0	 0		
0	 0		

െ1 0
0 െ1

ቍ 

 

ここで，1 は 4×4 単位⾏列を表します．(5)式の導出は次の通りです． 

 
ሾγ଴, γ଴ሿା ൌ γ଴γ଴ ൅ γ଴γ଴ ൌ 2γ଴γ଴ ൌ 2βଶ ൌ 2 ∙ 1 

 
ሾγ଴, γ୧ሿା ൌ γ଴γ୧ ൅ γ୧γ଴ ൌ β ∙ βα୧ ൅ βα୧ ∙ β ൌ βሺβα୧ ൅ α୧βሻ ൌ 0 

 
ሾγ୧, γ୨ሿା ൌ γ୧γ୨ ൅ γ୨γ୧ ൌ βα୧βα୨ ൅ βα୨βα୧ ൌ െα୧ββα୨ െ α୨ββα୧ 

 
ൌ െα୧α୨ െ α୨α୧ ൌ 2ሺെδ୧୨ሻ 

 

ただし，(3)式を使いました．また，γ⾏列は次の関係式も満たします． 

 
γ଴ሺγஜሻାγ଴ ൌ γஜ	ሺ6ሻ 

 

(6)式の導出は次の通りです．第０⾏列は， 

 
ሺγ଴ሻା ൌ βା ൌ β ൌ γ଴ 

 
∴ γ଴ሺγ଴ሻାγ଴ ൌ γ଴γ଴γ଴ ൌ 1 ∙ γ଴ ൌ γ଴ 

 

となります．第 i ⾏列（i=1,2,3）は， 

 
ሺγ୧ሻା ൌ ሺβα୧ሻା ൌ α୧

ାβା ൌ α୧β ൌ െβα୧ ൌ െγ୧ 



 
∴ γ଴ሺγ୧ሻାγ଴ ൌ γ଴ሺെγ୧ሻγ଴ ൌ γ଴γ଴γ୧ ൌ 1 ∙ γ୧ ൌ γ୧ 

 

（証明終．） 

γ⾏列を使って，ディラック⽅程式(4)式をシンプルに表しておきましょ

う． 

 

i԰
∂
∂t
ψሺxሻ ൌ ሺെic԰෍α୧

∂
∂x୧

ଷ

୧ୀଵ

൅ βmcଶሻψሺxሻ	ሺ4ሻ 

 

∴ ሺi԰β
1
c
∙
∂
∂t
൅ i԰෍βα୧

ଷ

୧ୀଵ

∂
∂x୧

െ βଶmcሻψሺxሻ ൌ 0 

 

∴ ሺi԰γ଴ ∂଴ ൅ i԰෍γ୧
ଷ

୧ୀଵ

∂୧ െ mcሻψሺxሻ ൌ 0 

 
∴ ሺi԰γஜ ∂ஜ െ mcሻψሺxሻ ൌ 0 	ሺq23_2ሻ 

 

さらに，ディラック⽅程式は次のようにも表せます． 

 
൫i԰γஜ ∂ஜ െ mc൯ψሺxሻ ൌ 0	ሺq23_2ሻ 

 

において，両辺のエルミート共役をとり，計算します．（∂ശሬஜは左に演算す

る微分演算⼦です．） 

 
ψାሺxሻሼെi԰ሺγஜሻା ∂ശሬஜ െ mcሽ ൌ 0 

 
∴ ψାሺxሻγ଴γ଴ሼi԰ሺγஜሻା ∂ശሬஜγ଴ ൅ mcγ଴ሽ ൌ 0 



 
∴ ψାሺxሻγ଴ሼi԰γ଴ሺγஜሻାγ଴ ∂ശሬஜ ൅ mcγ଴γ଴ሽ ൌ 0 

 

ここで， 

 
ψഥሺxሻ ≡ ψାሺxሻγ଴ 

 

とおき，(6)式と(5)式を使うと， 

 

ψഥሺxሻ൫i԰γஜ ∂ശሬஜ ൅ mc൯ ൌ 0 	ሺq23_3ሻ 
 

が導かれます． 
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